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Fibres de Springer et jacobiennes compactifie´es
Ge´rard Laumon∗
L’objet de ce travail est d’identifier, a` home´omorphisme pre`s, les fibres de Springer
affines pour GL(n) sur un corps local d’e´gales caracte´ristiques a` des reveˆtements
de jacobiennes compactifie´es de courbes projectives singulie`res. Ce lien permet de
de´montrer certaines proprie´te´s ge´ome´triques de ces fibres de Springer, dont une proprie´te´
d’irre´ductibilite´, et aussi d’en construire des 〈〈de´formations 〉〉.
0. INTRODUCTION
Soient F un corps local non archime´dien d’e´gales caracte´ristiques, OF son anneau des
entiers, k son corps re´siduel et E un F -espace vectoriel de dimension finie.
La grassmannienne affine pour le F -sche´ma en groupes AutF (E) des automorphismes
de E est le ind-k-sche´ma des OF -re´seaux M dans E. Pour tout endomorphisme re´gulier
semi-simple et topologiquement nilpotent γ de E, on peut conside´rer le ferme´ re´duit Xγ
de la grassmannienne affine forme´ des re´seaux M ⊂ E tels que γ(M) ⊂M . Ce ferme´ est
appele´ la fibre de Springer affine en γ par analogie avec les fibres de Springer classiques
dans les varie´te´s de drapeaux. D’apre`s Kazhdan et Lusztig [K-L], Xγ est un vrai sche´ma,
localement de type fini sur k, qui est muni d’une action libre naturelle d’un groupe abe´lien
libre de type fini Λγ , et le quotient Zγ = Xγ/Λγ est lui un k-sche´ma projectif.
Dans ce travail, nous attachons a` γ une courbe inte`gre et projective Cγ sur k, qui n’a
au plus qu’un seul point singulier, point en lequel l’anneau local comple´te´ de la courbe
n’est autre que OF [γ] ⊂ F [γ] ⊂ AuF (E). Puis, nous relions la fibre de Springer affine Xγ
et son quotient Zγ a` la jacobienne compactifie´e de Cγ . Nous de´duisons alors des re´sultats
d’Altman et Kleiman sur les jacobiennes compactifie´es, un e´nonce´ d’irre´ductibilite´ pour
Zγ (Corollaire 2.2.2) et la possibilite´ de de´former a` home´omorphisme pre`s Zγ (et aussi
dans une certaine mesure Xγ) en faisant varier γ (cf. Chapitre 4).
Cette e´tude des fibres de Springer affines est motive´e par une conjecture de Langlands
et Shelstad, connue sous le nom de 〈〈Lemme fondamental 〉〉, dans le cas particulier des
groupes unitaires sur les corps locaux non archime´diens. Nous explicitons cette conjecture
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2dans la section 1.3 et nous en donnons, dans la section 1.4, une version ge´ome´trique, sous
une forme due a` Kottwitz.
Pour simplifier l’exposition, nous nous somme partout limite´ au cas ou` la F -alge`bre
commutative, semi-simple et de dimension finie, F [γ], est un produit d’extensions
totalement ramifie´es de F .
Je remercie J.-B. Bost, E. Esteves, L. Go¨ttsche, L. Illusie, S. Kleiman, Y. Laszlo, F. Loeser et M. Raynaud
pour l’aide qu’ils m’ont apporte´e durant la pre´paration de ce travail.
1. FIBRES DE SPRINGER
1.1. Les donne´es
On fixe un corps k parfait. Dans cet travail, on appelle simplement corps local tout
corps K contenant k et muni d’une valuation discre`te vK : K → Z∪{∞} pour laquelle K
est complet et de corps re´siduel k. Pour un tel corps local, on note OK ⊂ K l’anneau des
entiers de la valuation discre`te et pK l’ide´al maximal de OK . Le choix d’une uniformisante
̟K de K identifie pK ⊂ OK ⊂ K a` ̟Kk[[̟K]] ⊂ k[[̟K]] ⊂ k((̟K)).
On fixe un corps local F et une famille finie (Ei)i∈I non vide d’extensions finies,
se´parables et totalement ramifie´es de F . On note ni de degre´ de Ei sur F . Pour chaque
i ∈ I, on se donne un e´le´ment γi de pEi ⊂ OEi ⊂ Ei qui engendre Ei sur F , de sorte que
Ei ∼= F [T ]/(Pi(T )) ou` Pi(T ) ∈ OF [T ] est le polynoˆme minimal de γi sur F .
On suppose que les polynoˆmes Pi(T ) unitaires et irre´ductibles dans F [T ] sont deux a`
deux distincts.
On note Ai la k-alge`bre inte`gre
Ai = OF [γi] ⊂ OEi .
Elle est locale d’ide´al maximal mi = pEi ∩ Ai, son corps des fractions est Ei, et sa
normalisation A˜i ⊂ Ei n’est autre que OEi .
On note EI =
∏
i∈I Ei, nI =
∑
i∈I ni la dimension de cet espace vectoriel sur F ,
γI = (γi)i∈I ∈
∏
i∈I Ai et
AI = OF [γI ] ⊂
∏
i∈I
Ai.
La k-alge`bre AI est locale d’ide´al maximal mI =
(∏
i∈I mi
)
∩ AI , son anneau total des
fractions est EI et sa normalisation est e´gale a` A˜I :=
∏
i∈I A˜i =
∏
i∈I OEi =: OEI ⊂ EI .
Comme
AI ∼= OF [T ]/(PI(T )) = k[[̟F ]][T ]/(PI(T )) ∼= k[[̟F , T ]]/(PI(T ))
3ou` PI(T ) =
∏
i∈I Pi(T ), la k-alge`bre locale (inte`gre et de dimension 1) AI est de
Gorenstein et son module dualisant ωAI est e´gal a`
ωAI = {y ∈ Ω
1
EI/k
| ResI(xy) = 0, ∀x ∈ AI} ⊃ Ω
1
A˜I/k
,
ou` l’application k-line´aire ResI : Ω
1
EI/k
→ k est la somme des applications re´sidus
Resi : Ω
1
Ei/k
→ k.
PROPOSITION 1.1.1 (Rosenlicht, cf. [A-K 1] VIII, Proposition (1.16)). — L’accouple-
ment (A˜I/AI) × (ωAI/Ω
1
A˜I/k
) → k qui envoie (x + AI , y + Ω
1
A˜I/k
) sur ResI(xy) est un
accouplement parfait. 
On pose
δI = dimk(A˜I/AI)
et on note aI le conducteur de A˜I dans AI , c’est-a`-dire l’ide´al de A˜I forme´ des x ∈ A˜I
tels que xA˜I ⊂ AI . Cet ide´al est contenu dans AI et il re´sulte de la proposition ci-dessus
que
dimk(AI/aI) = δI .
Pour chaque i ∈ I, on pose
δi = dimk(A˜i/Ai)
et, pour chaque i 6= j dans I, on note rij = rji la valuation du re´sultant dans OF des
polynoˆmes Pi(T ) et Pj(T ), c’est-a`-dire la valuation de Pj(γi) dans Ei ou, ce qui revien
au meˆme, de Pi(γj) dans Ej . On ve´rifie que
δI =
∑
i∈I
δi +
1
2
∑
i,j∈I
i6=j
rij
et que
aI =
∏
i∈I
p
2δi+
∑
j∈I\{i}
rij
Ei
⊂
∏
i∈I
OEi = OEI .
1.2. Fibres de Springer
Rappelons qu’un OF -re´seau dans un F -espace vectoriel de dimension finie E est un
sous-OF -Module de E de rang e´gal a` la dimension de E. Si M et N sont deux tels
OF -re´seaux, l’indice de M relativement a` N est l’entier relatif
[M : N ] = dimk(M/P )− dimk(N/P )
ou` P est n’importe quel OF -re´seau de E contenu a` la fois dansM et dans N . Par exemple,
AI et A˜I sont des OF -re´seaux dans EI et [A˜I : AI ] = δI .
4Soient N ≥ 0 et d des entiers et soit
M ⊂ ̟−NF AI ⊂ EI
un OF -re´seau qui est d’indice d relativement au OF -re´seau particulier AI (bien entendu,
pour qu’il existe un tel M , il faut que d ≤ nIN). La multiplication par ̟F induit un
endomorphisme nilpotent du k-espace vectoriel ̟−NF AI/M de dimension nIN − d. Par
suite, M contient automatiquement ̟
(nI−1)N−d
F AI et la donne´e de M e´quivaut a` la
donne´e du sous-espace vectoriel
M/̟
(nI−1)N−d
F AI ⊂ ̟
−N
F AI/̟
(nI−1)N−d
F AI
stable par l’endomorphisme nilpotent induit par la multiplication par ̟F .
Pour toute extension k′ de k, on note F ′ = k′⊗̂kF = k
′((̟F )), E
′
i = k
′⊗̂kEi =
k′((̟Ei)), etc ... les comple´te´s ̟F -adiques de k
′ ⊗k F , k
′ ⊗k Ei, etc ... Ce que l’on vient
de dire vaut encore apre`s que l’on ait remplace´ k par k′, F par F ′, etc ...
Pour k′ variable, les OF ′ -re´seaux dans E
′
I qui sont d’indice d relativement au OF ′ -
re´seau particulier A′I et qui sont contenus dans ̟
−N
F A
′
I sont donc naturellement les
k′-points d’un k-sche´ma projectif re´duit RdI,N , a` savoir le ferme´ (re´duit) de la grassman-
nienne des (nI −1)(nIN −d)-plans dans le k-espace vectoriel ̟
−N
F AI/̟
(nI−1)N−d
F AI de
dimension nI(nIN − d), forme´ des plans qui sont stables par l’endomorphisme nilpotent
induit par la multiplication par ̟F .
Pour d fixe´, les k-sche´mas projectifs RdI,N s’organisent en un syste`me inductif
d’immersions ferme´es
· · · →֒ RdI,N →֒ R
d
I,N+1 →֒ · · ·
et on note RdI le ind-k-sche´ma 〈〈 limite 〉〉. Le ind-k-sche´ma des OF -re´seaux de EI est par
de´finition la somme disjointe
RI =
∐
d∈Z
RdI .
Toujours pour k′ variable, les OF ′ -re´seaux (M ⊂ E
′
I) ∈ R
d
I,N (k
′) tels que
γIM ⊂M
sont les k′-points d’un sous-k-sche´ma ferme´ re´duit XdI,N de R
d
I,N . Pour d fixe´, les
XdI,N ⊂ R
d
I,N s’organisent en un syste`me inductif et on note X
d
I ⊂ R
d
I le sous-ind-k-
sche´ma ferme´ re´duit 〈〈 limite 〉〉.
DE´FINITION 1.2.1. — La fibre de Springer en γI est le sous-ind-k-sche´ma ferme´ re´duit
XI =
∐
d∈Z
XdI ⊂
∐
d∈Z
RdI = RI
5des OF -re´seaux de EI stabilise´ par γI .
Bien entendu, chaque XdI = XI ∩R
d
I est une partie ouverte et ferme´e de XI .
La remarque e´vidente suivante est essentielle pour la suite :
On peut identifier les k′-points de XI aux sous-A
′
I-modules M ⊂ E
′
I qui sont de rang
1 en chaque point ge´ne´rique de Spec(A′I).
Pour k′ variable, le groupe E′×I /A
′×
I est de manie`re naturelle le groupe des k
′-
points d’un k-sche´ma en groupes commutatifs GI qui est lisse et de dimension δI
sur k. Plus pre´cise´ment, le groupe des composantes connexes de GI est le quotient
E×I /O
×
EI
=
∏
i∈I(E
×
i /O
×
Ei
) qui est canoniquement isomorphe a` ΛI := Z
I ; la composante
neutre G0I de GI , qui admet O
×
E′
I
/A′×I pour groupe des k
′-points, est une extension d’un
tore TI (le quotient de G
I
m,k par Gm,k plonge´ diagonalement) par un sche´ma en groupes
unipotents UI de type fini dont le groupe des k
′-points est
UI(k
′) =
(∏
i∈I(1 + pE′I )
)
/(1 +m′I)
ou` m′I est l’ide´al maximal de A
′
I .
L’action par homothe´ties de E′×I /A
′×
I sur les re´seaux M ∈ XI(k
′) provient d’une
action alge´brique naturelle de GI sur XI . Cette action permute les composantes X
d
I de
XI suivant la re`gle
g ·XdI = X
d+|λ|
I
ou` λ est l’image de g ∈ GI dans ΛI et ou` on a pose´ |λ| =
∑
ι∈I λi pour chaque λ ∈ ΛI .
Le k-sche´ma XI contient le k-point particulier M = AI . Le fixateur dans GI de ce
point particulier est re´duit a` l’e´le´ment neutre et son orbite X◦I = GI · AI est donc une
partie de XI isomorphe a` GI .
LEMME 1.2.2. — La GI -orbite X
◦
I est l’ouvert de XI dont les k
′-points sont les M ′ qui
sont libres de rang 1 en tant que A′I-modules. 
Tout scindage σ : Λ0I →֒ GI de l’extension
1→ G0I → GI → ΛI → 0
au-dessus du sous-groupe
Λ0I := {λ ∈ ΛI | |λ| = 0} ⊂ ΛI
de´finit une action libre de Λ0I sur XI qui pre´serve les composantes X
d
I . On notera
ZI = XI/σ(Λ
0
I) le k-espace quotient correspondant et Z
d
I = X
d
I /σ(Λ
0
I) ses composantes.
6THE´ORE`ME 1.2.3 (Kazhdan-Lusztig, cf. [K-L] §3). — La fibre de Springer XI est en fait
un k-sche´ma localement de type fini et de dimension finie, dont les composantes connexes
sont exactement les XdI , d ∈ Z.
Pour tout scindage σ : Λ0I →֒ GI comme ci-dessus, les k-espaces quotients Z
d
I
correspondants sont des k-sche´mas projectifs, ZI est le k-sche´ma somme disjointe des
ZdI et l’application quotient XI → ZI est un reveˆtement e´tale galoisien de groupe de
Galois Λ0I . 
1.3. Lemme fondamental arithme´tique (d’apre`s Kottwitz)
Soit q une puissance d’un nombre premier p et Fq ⊂ Fq2 les corps finis a` q et q
2
e´le´ments respectivement, qui sont contenus dans une cloˆture alge´brique fixe´e Fp du corps
premier Fp. On note x 7→ x
∗ les e´le´ments de Frobenius ge´ome´triques des groupes de
Galois Gal(Fp/Fq) et Gal(Fq2/Fq). On fixe aussi un e´le´ment ε ∈ F
×
q2 tel que ε
∗ = −ε. On
prend pour k le corps Fq2.
On se donne un corps local F0 de corps re´siduel Fq et une famille (Ei,0)i∈I d’extensions
finies, se´parables et totalement ramifie´es de F0, et on prend pour F le corps local
F = Fq2 ⊗Fq F0 et pour Ei, i ∈ I, les corps locaux Ei = Fq2 ⊗Fq Ei,0.
Pour toute extension finie k′ de Fq contenue dans Fp, on note F
′ = k′ ⊗Fq F0,
E′i = k
′⊗Fq Ei,0, etc ... et on note encore x 7→ x
∗ les rele`vements naturels de l’e´le´ment de
Frobenius ge´ome´trique de Gal(k′/Fq) aux groupes de Galois Gal(F
′/F0), Gal(E
′
i/Ei,0),
etc ... Bien suˆr, si k′ contient k, on a F ′ = k′ ⊗k F , E
′
i = k
′ ⊗k Ei, etc ...
On se donne des γi ∈ pEi comme dans la section 1.1 et on fait l’hypothe`se
supple´mentaire suivante : pour chaque i ∈ I, on a
(1.3.1) TrEi/Ei,0(γi)(= γ
∗
i + γi) = 0.
Il re´sulte de cette hypothe`se que l’e´le´ment
αI = ε
nI−1
dPI
dT
(γI) ∈ E
×
I
est en fait dans E×I,0 ⊂ E
×
I . On munit le F -espace vectoriel EI (de dimension finie nI)
de la forme hermitienne
〈x, y〉I = TrEI/F (α
−1
I x
∗y).
On a choisi αI pour que AI ⊂ EI soit son propre orthogonal pour cette forme hermitienne.
La forme sesquiline´aire ci-dessus induit sur la fibre de Springer XI une Fq-structure
rationnelle XI dont l’endomorphisme de Frobenius FrobXI/Fq envoie, quel que soit
l’extension finie k′ de k contenue dans Fp, un k
′-point M ⊂ E′I de XI sur le k
′-point
M⊥I = {y ∈ E′I | 〈M, y〉
′
I ⊂ OF ′} ⊂ E
′
I
7de XI , ou` on a note´
〈x, y〉′I = TrE′I/F ′(α
−1
I x
∗y).
On a γIM
⊥I ⊂M⊥I puisque γ∗I = −γI par hypothe`se, et le fle`che canonique
(M∗)∗ →֒ (M⊥I )⊥I ⊂ E′I
est bijective, de sorte que
FrobXI/Fq ◦FrobXI/Fq = FrobXI/Fq2
est l’endomorphisme de Frobenius de XI sur Fq2 .
Le Fq2-point AI ⊂ EI de XI est fixe´ par l’endomorphisme de Frobenius FrobXI/Fq et,
quel que soit le point M ⊂ EI de XI , on a
[FrobXI/Fq(M) : AI ] = −[M : AI ].
Par suite, FrobXI/Fq induit une Fq-structure rationnelle X
0
I sur le Fq2-sche´ma X
0
I et AI
est un Fq-point de X
0
I .
On a aussi une Fq-structure rationnelle GI sur le Fq2-sche´ma en groupes GI dont
l’endomorphisme de Frobenius FrobGI/Fq envoie g ∈ GI(k
′) = E′×I /A
′×
I sur (g
∗)−1. Cet
endomorphisme induit sur le quotient ΛI = GI/G
0
I l’automorphisme λ 7→ −λ.
Les Fq-structures rationnelles XI et GI sont compatibles au sens ou`
FrobXI/Fq(g ·M) = FrobGI/Fq(g) · FrobXI/Fq(M)
pour tout g ∈ GI et tout M ∈ XI . Fixons un scindage σ : Λ
0
I →֒ GI de telle sorte que
FrobGI/Fq(σ(λ)) = σ(−λ), ∀λ ∈ Λ
0
I ,
ce qui est toujours possible (il suffit de choisir pour chaque i ∈ I, une uniformisante ̟Ei
de Ei qui est de´ja` dans Ei,0). Alors la Fq-structure rationnelle XI en induit une ZI sur
le quotient ZI = XI/σ(Λ
0
I). Comme on a
FrobZI/Fq(Z
i
I) = Z
−i
I , ∀i ∈ Z,
l’endomorphisme de Frobenius FrobZI/Fq induit une Fq-structure rationnelle Z
0
I sur
Z0I = XI/σ(Λ
0
I) et les Fq-points de ZI , c’est-a`-dire les points fixes de l’endomorphisme
de Frobenius FrobZI/Fq , sont ne´cessairement contenus dans Z
0
I .
LEMME 1.3.2. — Les Fq-points de ZI , ou ce qui revient au meˆme de Z
0
I , sont les
Λ0I -orbites z des Fq2-points x de X
0
I pour lesquels il existe λx ∈ Λ
0
I tel que
FrobXI/Fq(x) = σ(λx) · x.
8De plus, pour tout z ∈ Z0I(Fq), la classe λx dans Λ
0
I/2Λ
0
I de l’e´le´ment λx ci-dessus est
uniquement de´termine´e par z et on a donc une application
Z0I(Fq)→ Λ
0
I/2Λ
0
I .

Pour chaque λ ∈ Λ0I/2Λ
0
I , on pose
O
I
λ
= |{z ∈ Z0I(Fq) | λz = λ}|.
Pour chaque caracte`re d’ordre 2, κ : Λ0I → {±1}, ou ce qui revient au meˆme, pour chaque
caracte`re κ : Λ0I/2Λ
0
I → {±1}, on pose
O
I,κ =
∑
λ∈Λ0
I
/2Λ0
I
κ(λ)O
I
λ
.
En particulier, pour κ = 1 le caracte`re trivial, on pose
SOI = O
I,1 =
∑
λ∈Λ0
I
/2Λ0
I
O
I
λ
= |Z0I(Fq)|.
Remarque 1.3.3 : Soit UI le groupe unitaire sur F0 de´fini par le F -espace vectoriel
hermitien (EI , 〈 , 〉I) et uI son alge`bre de Lie. Le groupe re´ductif UI est naturellement
muni d’un tore maximal elliptique TI tel que TI(F0) soit forme´ des e´le´ments t de E
×
I tels
que t∗t = 1 et γI est un e´le´ment re´gulier de l’alge`bre de Lie tI de TI .
Les classes de UI(F0)-conjugaison dans la classe de conjugaison stable de γI peuvent
eˆtre parame´tre´es par Λ0I/2Λ
0
I et chaque O
I
λ
est l’inte´grale orbitale sur la classe de
conjugaison correspondante a` λ de la fonction caracte´ristique du re´seau dans uI(F0)
qui fixe AI ⊂ EI .
Par suite, OI,κ est un κ-inte´grale orbitale et SO
I une inte´grale orbitale stable, au sens
de Labesse et Langlands 
Bien entendu, dans tout ce qui pre´ce`de on peut remplacer I par une partie J de I,
EI par EJ =
∏
i∈J Ei, γJ = (γi)i∈J , etc ... On fera cependant attention au fait que la
forme hermitienne 〈 , 〉J n’est pas la forme hermitienne sur EJ ⊂ EI qui est induite par
la forme hermitienne 〈 , 〉I (voir 1.4.8).
La donne´e d’un caracte`re κ : Λ0I/2Λ
0
I → {±1} e´quivaut a` la donne´e d’une partition
I = I1∐I2 de I, le caracte`re κI1,I2 associe´ a` une telle partition e´tant donne´ par la formule
κ(λ) = (−1)
∑
i∈I1
λi
= (−1)
∑
i∈I2
λi
, ∀λ ∈ Λ0I .
Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) ont conjecture´ toute une famille de relations entre
κ-inte´grales orbitales sur un groupe re´ductif G sur un corps local non archime´dien et
9inte´grales orbitales stables sur le groupe endoscopique H de G correspondant a` κ. Cette
famille de relations conjecturales est commune´ment appele´e le 〈〈Lemme fondamental 〉〉.
En particulier, pour G = UI et κ = κI1,I2 , le groupe endoscopique H n’est autre que
UI1×UI2 et, compte tenu des calculs des facteurs de transferts pour les groupes classiques,
effectue´s par Waldspurger (cf. [Wa], Chapitre X), la conjecture de Langlands et Shelstad
s’e´nonce simplement :
CONJECTURE 1.3.4 (Lemme fondamental arithme´tique). — Pour toute partition I =
I1 ∐ I2 de I, on a la relation
O
I,κI1,I2 = qrI1,I2 × SOI1 × SOI2 .
ou` rI1,I2 = [AI1 ×AI2 : AI ].
Remarque 1.3.5 : On a rI1,I2 = δI − (δI1 + δI2) =
∑
i1∈I1,i2∈I2
ri1,i2 .

Fixons un nombre premier ℓ 6= p. D’apre`s Grothendieck [Gr 1], le nombre des Fq-points
d’un Fq-sche´ma projectif est la trace de l’action de l’endomorphisme de Frobenius sur la
cohomologie ℓ-adique de ce sche´ma. On a donc
(1.3.6) SOJ = tr(FrobZ0
J
, RΓ(Fp ⊗Fq Z
0
J ,Qℓ))
pour toute partie J de I.
Pour toute partition I = I1∐I2, le caracte`re κI1,I2 peut eˆtre vu a` valeurs dans {±1}Qℓ
et on peut 〈〈pousser 〉〉 le reveˆtement e´tale galoisien X0I → X
0
I /σ(Λ
0
I) = Z
0
I de groupe de
Galois Λ0I par κI1,I2 pour obtenir un syste`me local ℓ-adique LI1,I2 de rang 1 sur Z
0
I .
L’endomorphisme de Frobenius FrobZ0
J
se rele`ve a` LI1,I2 vu notre choix de la section σ
et, toujours d’apre`s Grothendieck, on de´duit du lemme 1.3.2 que
(1.3.7) O
I,κI1,I2 = tr(FrobZI , RΓ(Fp ⊗Fq Z
0
I ,LI1,I2)).
1.4. Lemme fondamental ge´ome´trique
Revenons a` la situation de la section 1.1 ou` k est un corps parfait arbitraire de
caracte´ristique 6= ℓ et fixons une cloˆture alge´brique k de k.
Le lemme fondamental arithme´tique nous ame`ne tout naturellement a` espe´rer que,
pour chaque partition I = I1 ∐ I2, il existe un isomorphisme canonique
RΓ(k ⊗k (Z
0
I1
× Z0I2),Qℓ)[−2rI1,I2 ](−rI1,I2)
∼
−→ RΓ(k ⊗k Z
0
I ,LI1,I2)
ou` le Qℓ-syste`me local LI1,I2 de rang 1 sur Z
0
I est de´fini, comme dans la section
pre´ce´dente, en poussant le reveˆtement e´tale galoisien X0I → X
0
I /σ(Λ
0
I) = Z
0
I de groupe
de Galois Λ0I par κI1,I2 .
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Bien suˆr, dans la situation arithme´tique de la section 1.3, un tel isomorphisme
canonique, qui s’e´crit encore
RΓ(Fp ⊗Fq (Z
0
I1 × Z
0
I2),Qℓ)[−2rI1,I2 ](−rI1,I2)
∼
−→ RΓ(Fp ⊗Fq ZI ,LI1,I2),
serait automatiquement compatible aux actions des endomorphismes de Frobenius relatifs
a` Fq et son existence impliquerait la conjecture 1.3.4.
Nous allons voir qu’un tel isomorphisme existe 〈〈virtuellement 〉〉. Plus pre´cise´ment,
nous allons de´montrer dans cette section :
THE´ORE`ME 1.4.1. — Dans le groupe de Grothendieck des Qℓ[Gal(k/k)]-modules, on a∑
i
(−1)i[Hi(k ⊗k Z
0
I ,LI1,I2)] =
∑
i
(−1)i[Hi−2rI1,I2 (k ⊗k (Z
0
I1 × Z
0
I2),Qℓ)(−rI1,I2)].
Pour alle´ger la re´daction, nous noterons simplement
r = rI1,I2 = [AI1 × AI2 : AI ]
et nous ne conside´rerons dans ce qui suit que des points rationnels sur k. Bien suˆr, les
meˆmes arguments valent pour des points rationnels sur une extension finie arbitraire de
k apre`s avoir remplacer F par F ′ = k′ ⊗k F , Ei par E
′
i = k
′ ⊗k Ei, etc ...
Pour chaque (M ⊂ EI) ∈ X
0
I , soient M
′
1 et M
′
2 ses intersections avec EI1 = EI1 ×{0}
et EI1 = {0} × EI2 dans EI1 × EI2 = EI , et M
′′
1 et M
′′
2 ses projections sur les facteurs
EI1 et EI2 de EI1 × EI2 = EI . On a des suites exactes
0→M ′1 →M →M
′′
2 → 0
et
0→M ′2 →M →M
′′
1 → 0,
et les inclusions
M ′1 ⊂M
′′
1 ⊂ EI1 et M
′
2 ⊂M
′′
2 ⊂ EI2 .
Par suite, si on pose
ind′α(M) = [M
′
α : AIα ] et ind
′′
α(M) = [M
′′
α : AIα ]
pour α = 1, 2, on a les relations
ind′1(M) + ind
′′
2(M) = ind
′
2(M) + ind
′′
1(M) = [M : AI1 × AI2 ] = −r.
LEMME 1.4.2. — Pour chaque (M ⊂ EI) ∈ X
0
I , on a
0 ≤ ind′′1(M)− ind
′
1(M) = ind
′′
2(M)− ind
′
2(M) ≤ r
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Preuve : Pour {α, β} = {1, 2}, on a
PIβ (γIα)M
′′
α ⊂M
′
α ⊂M
′′
α
puisque PIβ (γI)M ⊂M et que PIβ (γIβ ) = 0. Par suite, on a
[M ′′α :M
′
α] ≤ [M
′′
α : PIβ (γIα)M
′′
α ]
ou`
[M ′′α : PIβ (γIα)M
′′
α ]
= [M ′′α : OEIα ] + [OEIα : PIβ (γIα)OEIα ]− [PIβ (γIα)M
′′
α : PIβ (γIα)OEIα ]
= [OEIα : PIβ (γIα)OEIα ] =
∑
iα∈Iα
[OEiα : PIβ (γiα)OEiα ]
=
∑
iα∈Iα
vEIα (PIβ (γiα)) =
∑
iα∈Iα
iβ∈Iβ
riα,iβ = r.

Pour chaque entier j, les parties
{M ∈ X0I | ind
′
1(M) ≥ j} = {M ∈ X
0
I | ind
′′
2(M) ≤ −r − j}
et
{M ∈ X0I | ind
′
1(M) ≤ j} = {M ∈ X
0
I | ind
′′
2(M) ≥ −r − j}
sont respectivement ferme´e et ouverte dans X0I . Par suite, pour chaque ρ = 0, 1, . . . , r,
la partie X0I1,I2;ρ de X
0
I forme´e des M tels que
ind′′1(M)− ind
′
1(M) = ind
′′
2(M)− ind
′
2(M) = ρ
est localement ferme´e dans X0I et la re´union disjointe
X0I1,I2;≤ρ = X
0
I1,I2;0 ∪X
0
I1,I2;1 ∪ · · · ∪X
0
I1,I2;ρ
est ferme´e dans X0I . D’apre`s le lemme 1.4.2, on a en fait X
0
I1,I2;≤r
= X0I .
Pour chaque ρ = 0, 1, . . . , r, l’action par translations de Λ0I sur X
0
I (via le scindage σ)
stabilise X0I1,I2;ρ et il re´sulte de ce qui pre´ce`de que le quotient Z
0
I1,I2;ρ
= X0I1,I2;ρ/σ(Λ
0
I)
est une partie localement ferme´e de Z0I et que la re´union disjointe
Z0I1,I2;≤ρ = Z
0
I1,I2;0
∪ Z0I1,I2;1 ∪ · · · ∪ Z
0
I1,I2;ρ
est un ferme´ de Z0I , qui est en fait Z
0
I tout entier pour ρ = r.
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On ve´rifie que :
- pour chaque ρ = 0, 1, . . . , r, le k-sche´ma re´duit X0I1,I2;ρ est re´union disjointe de ses
parties ouvertes et ferme´es
X0I1,I2;ρ,i = {M ∈ X
0
I | ind
′
1(M) = i et ind
′′
1(M) = ρ+ i}
= {M ∈ X0I | ind
′
2(M) = −r − ρ− i et ind
′′
2(M) = −r − i},
pour i ∈ Z,
- pour chaque entier i, l’action de Λ0I1 × Λ
0
I2
⊂ Λ0I via σ sur X
0
I stabilise X
0
I1,I2;ρ,i
,
- le morphisme quotient X0I → X
0
I /σ(Λ
0
I) = Z
0
I induit un isomorphisme de
X0I1,I2;ρ,i/σ(Λ
0
I1
× Λ0I2) sur Z
0
I1,I2;ρ
.
En particulier, le reveˆtement
X0I1,I2;ρ/σ(Λ
0
I1
× Λ0I2)→ Z
0
I1,I2;ρ
induit par le morphisme quotient X0I /σ(Λ
0
I1
× Λ0I2)→ X
0
I /σ(Λ
0
I) = Z
0
I est trivial.
LEMME 1.4.3. — On a
∑
i
(−1)i[Hi(k ⊗k Z
0
I ,LI1,I2)] =
r∑
ρ=1
∑
i
(−1)i[Hic(k ⊗k Z
0
I1,I2;ρ
,Qℓ)].
Preuve : Comme (Z0I1,I2;ρ)ρ=0,1,...,r est une stratification du k-sche´ma projectif Z
0
I en
parties localement ferme´es, on a une suite spectrale
E•(F) : E
ρ,σ
1 (F) = H
ρ+σ
c (k ⊗k Z
0
I1,I2;ρ
,F)⇒ Hρ+σ(k ⊗k Z
0
I ,F),
et donc la relation
∑
i
(−1)i[Hi(k ⊗k Z
0
I ,F)] =
r∑
ρ=1
∑
i
(−1)i[Hic(k ⊗k Z
0
I1,I2;ρ
,F)],
quel que soit le Qℓ-faisceau F sur Z
0
I
La restriction du Qℓ-syste`me local LI1,I2 de rang 1 a` chaque partie localement ferme´e
Z0I1,I2;ρ est triviale puisque le reveˆtement X
0
I1,I2;ρ
/σ(Λ0I1 × Λ
0
I2
) → Z0I1,I2;ρ l’est, d’ou` le
lemme. 
Remarque 1.4.4 : Si les suites spectrales E•(Qℓ) et E•(LI1,I2) ci-dessus ont le meˆme
terme E1, elles n’ont cependant pas les meˆmes diffe´rentielles d1, et donc elles diffe`rent
de´ja` en leurs termes E2. 
13
La partie
U0I1,I2 = {M ∈ X
0
I | ind
′
1(M) = 0} = {M ∈ X
0
I | ind
′′
2(M) = −r}
de X0I est localement ferme´e et est munie d’un k-morphisme
π0I1,I2 : U
0
I1,I2
→ X0I1 ×X
−r
I2
qui envoie M sur (M ′1,M
′′
2 ). Ce morphisme est e´videmment e´quivariant pour les actions
du sous-groupe Λ0I1 × Λ
0
I2
⊂ Λ0I via le scindage σ, et passe donc au quotient en un
k-morphisme
V 0I1,I2 = U
0
I1,I2/(Λ
0
I1 × Λ
0
I2)→ Z
0
I1 × Z
−r
I2
PROPOSITION 1.4.5 (voir [L-R] Theorem 6.1, et aussi [K-L] §5). — Le k-morphisme
π0I1,I2 : U
0
I1,I2
→ X0I1 × X
−r
I2
ci-dessus est un fibre´ vectoriel (Λ0I1 × Λ
0
I2
)-e´quivariant de
rang r et le k-morphisme induit, V 0I1,I2 → Z
0
I1
× Z−rI2 , est un fibre´ vectoriel de rang r.
Preuve : La fibre de π0I1,I2 en un point (M1,M2) de X
0
I1
× X−rI2 est le sche´ma des
OF -re´seaux M ⊂ EI , stables par γI , qui s’inse`rent dans le diagramme commutatif
EI1 →֒ EI ։ EI2
∪ ∪ ∪
M1 →֒ M ։ M2
de OF -modules. Pour tout M comme ci-dessus, on a ne´cessairement M1 ⊕ (0) ⊂ M ⊂
EI1 ⊕M2, et M/(M1 ⊕ (0)) ⊂ (EI1/M1) ⊕M2 est le graphe d’un homomorphisme de
OF -modules
M2 → EI1/M1
qui e´change la multiplication par γI2 sur M2 avec celle par γI1 sur EI1/M1. La fibre de
π0I1,I2 en (M1,M2) peut donc eˆtre identifie´e a` l’espace vectoriel
HomOF [T ](M2, EI1/M1),
ou` T agit sur M2 par multiplication par γI2 et sur EI1/M1 par multiplication par γI1 .
Une variante de cet argument ou` on remplace k (ou k′) par une k-alge`bre arbitraire,
montre que π0I1,I2 est un fibre´ vectoriel ge´ne´ralise´ au sens de Grothendieck. Comme γI
est topologiquement nilpotent, on a encore
HomOF [T ](M2, EI1/M1) = HomOF [[T ]](M2, EI1/M1).
Pour conclure la preuve de la proposition, il suffit donc de de´montrer que le rang de
l’espace vectoriel
HomOF [[T ]](M2, EI1/M1)
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ne de´pend pas de (M1,M2) et est e´gal a` r. Pour cela on va montrer que le complexe de
k-espaces vectoriels
RHomOF [[T ]](M2, EI1/M1),
est concentre´ en degre´ 0 et a une caracte´ristique d’Euler-Poincare´ e´gale a` r.
On a un triangle distingue´
RHomOF [[T ]](M2,M1)→ RHomOF [[T ]](M2, EI1)→ RHomOF [[T ]](M2, EI1/M1)→
ou` RHomOF [[T ]](M2, EI1) = (0) puisque la multiplication par PI2(T ) ∈ OF [[T ]] est
l’endomorphisme nul de M2 et un automorphisme de EI1 . Il ne nous reste plus qu’a`
de´montrer que le complexe RHomOF [[T ]](M2,M1) est concentre´ en degre´ 1 et a une
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ e´gale a` −r.
Adoptons un point de vue plus ge´ome´trique en introduisant le germe formel de surface
S = Spf(OF [[T ]]) sur k et, pour α = 1, 2, la courbe
ια : CIα = Spf(AIα) →֒ S
d’e´quation PIα(T ) = 0, trace´e sur cette surface, et le OCIα -Module cohe´rent Mα, sans
torsion et partout de rang ge´ne´rique 1, de´fini par MIα . On a bien entendu
RHomOF [[T ]](M2,M1) = RHomOS(ι2,∗M2, ι1,∗M1)
et RHomOS(ι2,∗M2, ι1,∗M1) est aussi la fibre de RHomOS(ι2,∗M2, ι1,∗M1) en l’origine
s = (̟F = 0, T = 0) de S puisque l’intersection des deux courbes CI1 et CI2 est par
hypothe`se supporte´e par s.
Comme S est re´gulie`re, on a ExtiS(ι2,∗M2, ι1,∗M1) = (0) pour i /∈ {0, 1, 2}. On a aussi
HomOS(ι2,∗M2, ι1,∗M1) = HomOCI1
(ι∗1ι2,∗M2,M1) = (0)
puisque ι∗1ι2,∗M2 est de torsion et M1 est sans torsion.
Soient ρ2 : C˜I2 = Spf(OEI1 ) → CI2 la normalisation de la courbe CI2 et M˜2 le
O
C˜I2
-Module libre de rang 1 de´fini par le OEI2 -module M˜2 = OEI2M2 ⊂ EI2 . On a un
homomorphisme injectif de OS-Modules ι2,∗M2 →֒ ι2,∗ρ2,∗M˜2, et donc un e´pimorphisme
de k-espaces vectoriels
Ext2OS(ι2,∗ρ2,∗M˜2, ι1,∗M1)։ Ext
2
OS
(ι2,∗M2, ι1,∗M1).
Or, par dualite´ de Grothendieck, on a
ExtiOS(ι2,∗ρ2,∗M˜2, ι1,∗M1) = Ext
i
O
C˜I2
(M˜2, L(ι2 ◦ ρ2)
!ι1,∗M1)
et
L(ι2 ◦ ρ2)
!ι1,∗M1 = ωC˜I2
⊗ (ι2 ◦ ρ2)
∗ω⊗−1
S
⊗ L(ι2 ◦ ρ2)
∗ι1,∗M1[−1]
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puisque les complexes dualisants de S et C˜I2 sont de la forme ωS [2] et ωC˜I2
[1] ou` les
Modules ωS et ωC˜I2
sont inversibles. Par suite, Ext2S(ι2,∗ρ2,∗M˜2, ι1,∗M1) = (0) et on a
montre´ que RHomOS(ι2,∗M2, ι1,∗M1) est concentre´ en degre´ 1.
On termine la de´monstration de la proposition a` l’aide du corollaire 1.4.7 ci-dessous.

PROPOSITION 1.4.6 (Deligne). — Soient X = Spf(ÔX,x) le comple´te´ formel d’une
varie´te´ lisse X sur un corps k en un point ferme´ x, suppose´ rationnel sur k pour simplifier.
Soient ι1 : Y1 →֒ X et ι2 : Y2 →֒ X deux sous-sche´mas formels ferme´s de X, de dimensions
pures dim(Y1) et dim(Y2) respectivement, tels que
(Y1 ∩ Y2)red = {x}
et
dim(Y1) + dim(Y2) = dim(X).
Soient K1 et K2 deux complexes borne´s de OX-Modules quasi-cohe´rents plats dont les
faisceaux de cohomologie sont supporte´s par Y1 et Y2 respectivement.
Alors, le complexe K1 ⊗OX K2 est supporte´ par le point ferme´ x de X et sa fibre
(na¨ıve) en ce point est un complexe borne´ de k-espaces vectoriels dont la caracte´ristique
d’Euler-Poincare´ est e´gale a`
m(Y1,Y2) rang(K1) rang(K2)
ou` m(Y1,Y2) est la multiplicite´ d’intersection de Y1 et Y2 et ou` rang(Kα) est le rang
ge´ne´rique de Kα pour α = 1, 2.
Preuve : Voir [De 1] The´ore`me 2.3.8 (iii). Les arguments de Deligne peuvent eˆtre
facilement modifie´s pour e´viter l’utilisation de la cohomologie ℓ-adique. 
COROLLAIRE 1.4.7. — Supposons de plus que Y2 soit d’intersection comple`te dans X et,
pour α = 1, 2, soit Mα un OYα-Module cohe´rent de rang ge´ne´rique rα. Alors le complexe
de k-espaces vectoriels
RHomOX(ι2,∗M2, ι1,∗M1)
est borne´ et a` cohomologie de dimension finie, et sa caracte´ristique d’Euler-Poincare´ est
e´gale a`
(−1)dim(Y2)m(Y1,Y2)r1r2.
Preuve : Comme X est re´gulier, on peut trouver, pour α = 1, 2, une re´solution finie
Kα → ια,∗Mα → 0
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par des OX-Modules libres de rang fini. Le complexe d’espaces vectoriels
RHomOX(ι2,∗M2, ι1,∗M1) = HomOX(K2, K1)
est alors la fibre en s du complexe K∨2 ⊗OX K1, ou`
K∨2 = HomOX(K2,OX)
est aussi un complexe borne´ de OX-Modules libres de rang fini.
Par dualite´ de Grothendieck, on a
K∨2 = RHomOX(ι2,∗M2,OX) = ι2,∗RHomOY2 (M2, ι
!
2OX)
∼= ι2,∗RHomOY2 (M2,OY2)[dim(X)− dim(Y2)]
et, en particulier,
rang(K∨2 ) = (−1)
dim(Y1)r2.
Il ne reste plus qu’a` appliquer la proposition. 
Preuve du the´ore`me 1.4.1 : On stratifie U0I1,I2 par les parties localement ferme´es
X0I1,I2;ρ,0 pour ρ = 0, 1, . . . , r, et donc V
0
I1,I2
par les parties localement ferme´es
X0I1,I2;ρ,0/σ(Λ
0
I1
× Λ0I2)
∼= Z0I1,I2;ρ pour ρ = 0, 1, . . . , r.
On a alors une suite spectrale
Eρ,σ1 = H
ρ+σ
c (k ⊗k Z
0
I1,I2;ρ,Qℓ)⇒ H
ρ+σ
c (k ⊗k V
0
I1,I2 ,Qℓ),
et la relation
r∑
ρ=1
∑
i
(−1)i[Hic(k ⊗k Z
0
I1,I2;ρ
,Qℓ)] =
∑
i
(−1)i[Hic(k ⊗k V
0
I1,I2
,Qℓ)].
Mais on a
Hic(k ⊗k V
0
I1,I2
,Qℓ) = H
i−2r(k ⊗k (Z
0
I1
× Z−rI2 ),Qℓ)(−r)
d’apre`s la proposition 1.4.5, et Z−rI2 est isomorphe a` Z
0
I2
, d’ou` la conclusion d’apre`s le
lemme 1.4.3. 
Remarque 1.4.8 : Dans la situation arithme´tique de la section 1.3, on ve´rifie que
ind′α(FrobXI/Fq(M)) = −r − ind
′′
α(M) et ind
′′
α(FrobXI/Fq(M)) = −r − ind
′
α(M)
pour α = 1, 2 et tout point M de XI . En effet, pour {α, β} = {1, 2}, on a
εnI−1
dPI
dT
(γIα) = ε
nIβPIβ (γIα)× ε
nIα−1
dPIα
dT
(γIα)
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avec vEIα (ε
nIβPIβ (γIα)) = r, de sorte que
(AI1 ×AI2)
⊥I = εn2PI2(γI1)AI1 × ε
n1PI1(γI2)AI2 ⊂ AI ⊂ AI1 × AI2 .
Par suite, chaque partie localement ferme´e Z0I1,I2;ρ de Z
0
I est stable par l’endomorphisme
de Frobenius FrobZ0
I
/Fq et est munie d’une structure rationnelle sur Fq que l’on note bien
entendu Z0I1,I2;ρ. De plus, le rele`vement de FrobZ0I1,I2;ρ/Fq
a` LI1,I2 |Z
0
I1,I2;ρ
= Qℓ est la
multiplication par (−1)r−ρ puisque l’on a
ind′α(σ(λ) ·M)− ind
′
α(M) = ind
′′
α(σ(λ) ·M)− ind
′′
α(M) =
∑
i∈Iα
λi
pour α = 1, 2, tout M ∈ X0I et tout λ ∈ Λ
0
I , et que l’e´galite´
FrobXI/Fq(M) = σ(λM ) ·M
pour M ∈ XI1,I2;ρ et λM ∈ Λ
0
I force∑
i∈Iα
λM,i = −r − ind
′
α(M)− ind
′′
α(M)
a` eˆtre de meˆme parite´ que r − ρ = r − ind′α(M) + ind
′′
α(M). On a donc
O
I,κI1,I2 = tr(FrobZ0
I
/Fq , RΓ(Fp ⊗Fq Z
0
I ,LI1,I2))
=
r∑
ρ=0
(−1)r−ρ tr(FrobZ0
I1,I2;ρ
/Fq , RΓ(Fp ⊗Fq Z
0
I1,I2;ρ,Qℓ)).

2. LES FIBRES DE SPRINGER COMME REVEˆTEMENTS
DE JACOBIENNES COMPACTIFIE´ES
2.1. La courbe CI et son sche´ma de Picard compactifie´ de CI
Dans la situation de la section 1.1, le sche´ma formel Spf(AI) est un germe formel
de courbe plane dont la famille des branches irre´ductibles est (Spf(Ai))i∈I et dont le
normalise´ est le sche´ma formel semi-local Spf(A˜I) =
∐
i∈I Spf(OEi). On suppose dans la
suite que le nombre d’e´le´ments du corps k est au moins e´gal au nombre d’e´le´ments de
l’ensemble fini I.
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PROPOSITION 2.1.1. — Il existe une courbe projective et ge´ome´triquement inte`gre CI
sur k, munie d’un k-point cI , ayant les proprie´te´s suivantes :
(1) CI est lisse sur k en dehors de cI ,
(2) le comple´te´ de l’anneau local de CI en cI est isomorphe a` AI ,
(3) la normalise´e C˜I de CI est isomorphe a` la droite projective standard P
1
k sur k.
Pour une telle courbe CI , son morphisme de normalisation πI : C˜I → CI est un
isomorphisme au-dessus de CI \ {cI}, et π
−1
I (cI) ⊂ C˜I est l’ensemble des branches de
Spf(AI) ; pour chaque i ∈ I, on notera c˜i le point de π
−1
I (cI) correspondant a` la branche
Spf(Ai).
Preuve : On fixe arbitrairement une injection ι : I →֒ k et, pour chaque i ∈ I, on fixe
arbitrairement une uniformisante ̟Ei de OEi . On plonge k[x] dans OEi en envoyant x
sur ι(i) + ̟Ei . On en de´duit un plongement de k-alge`bres de k[x] dans OEI = A˜I qui
identifie A˜I au comple´te´ de l’anneau semi-local de la droite affine A
1
k = Spec(k[x]) en
l’ensemble fini de points ι(I).
Conside´rons alors la k-alge`bre BI de´finie par le carre´ carte´sien
BI ⊂ AI
∩  ∩
k[x] ⊂ A˜I .
Elle est inte`gre, de type fini sur k et de dimension 1, l’inclusion BI →֒ AI induit un
isomorphisme du comple´te´ de BI le long de son ide´al maximalmI∩BI sur AI et l’inclusion
BI →֒ k[x] fait de k[x] une BI-alge`bre finie. En effet, d’une part on a
A˜I = k[x] + a
n+1
I , ∀n ∈ N,
et aI ⊂ AI ⊂ A˜I , de sorte que
AI = BI + a
n+1
I , ∀n ∈ N,
et d’autre part
k[x] ∩ aI ⊂ BI ⊂ k[x]
est l’ide´al principal engendre´ par∏
i∈I
(x− ι(i))
2δi+
∑
j∈I\{i}
rij
.
On peut donc effectuer la 〈〈 somme amalgame´e 〉〉 de A1k et de Spf(AI) le long de
Spf(A˜I) ; c’est par de´finition le k-sche´ma affine Spec(BI). Bien suˆr, le morphisme fini
A1k → Spec(BI), induit par l’inclusion BI ⊂ k[x], envoie le sous-ensemble fini ι(I) ⊂ A
1
k
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sur un unique k-point cI de Spec(BI) et il induit un isomorphisme de A
1
k \ ι(I) sur
Spec(BI) \ {cI}.
On de´finit la courbe ge´ome´triquement inte`gre et projective CI sur k en recollant
Spec(BI) et P
1
k \ ι(I) le long de leur ouvert commun Spec(BI) \ {cI}
∼= A1k \ ι(I). 
Le genre arithme´tique dimkH
1(CI ,OCI ) = 1 − χ(CI ,OCI ) de CI est e´gal a` δI . Pour
tout OCI -Module cohe´rent M, on pose
deg(M) = χ(CI ,M)− rang(M)χ(CI ,OCI )
ou` rang(M) est le rang ge´ne´rique de M. Pour tout OCI -Module inversible L, π
∗
IL est un
O
C˜I
-Module inversible et on a
deg(L) = deg(π∗IL)
et
deg(L⊗OCI M) = rang(M) deg(L) + deg(M).
Soit PI = PicCI/k le k-sche´ma en groupes de Picard de CI . Pour toute extension k
′
de k, ses k′-points sont les classes d’isomorphie de Ok′⊗kCI -Modules inversibles (avec
la multiplication de´finie par le produit tensoriel). Ce k-sche´ma est lisse de dimension
δI . Ses composantes connexes sont les sous-k-sche´mas P
d
I , d ∈ Z, de´coupe´s par le
degre´ du Module inversible universel, et elles sont en fait ge´ome´triquement connexes.
La composante neutre P 0I de PI est quasi-projective.
Soit P I = PicCI/k le k-sche´ma de Picard compactifie´ (cf. [A-K 2]) dont les k
′-points
sont les classes d’isomorphie de Ok′⊗kCI -Modules cohe´rents sans torsion de rang ge´ne´rique
1. Par de´finition, PI est un ouvert de P I et l’action par translation de PI sur lui-meˆme
se prolonge en une action de PI sur P I (encore de´finie par produit tensoriel). On a aussi
un de´coupage en parties ouvertes et ferme´es
P I =
∐
d∈Z
P dI
par le degre´ du Module sans torsion universel, avec bien entendu
P dI = PI ∩ P
d
I
et
P dI · P
e
I = P
d+e
I
quels que soient les entiers d, e. D’apre`s Mayer et Mumford (cf. [A-K 2] et [A-K 3]),
chaque composante P dI est un k-sche´ma projectif.
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THE´ORE`ME 2.1.2 (Altman, Iarrobino, Kleiman, [A-I-K] Corollary (7) ; Rego, [Re]
Theorem A). — Chaque composante P dI de P I est ge´ome´triquement inte`gre et localement
d’intersection comple`te de dimension δI . 
2.2. Lien entre fibres de Springer et sche´mas de Picard compactifie´s
Faisons le lien entre les k-sche´mas XI et P I . On a la suite exacte
0→ H0(CI ,Gm)→ H
0(C˜I ,Gm)→ H
0(CI , πI∗Gm/Gm)→ H
1(CI ,Gm)→ H
1(C˜I ,Gm)
dont la fle`che de co-bord identifie les k-sche´mas en groupes G0I = H
0(CI , πI∗Gm/Gm) et
P 0I = Ker(H
1(CI ,Gm) → H
1(C˜I ,Gm)) puisque C˜I est une droite projective sur k. On
prolonge cette identification en un k-e´pimorphisme de k-sche´mas en groupes
GI ։ PI
en envoyant x ∈ E×I /A
×
I sur le OCI -Module inversible L obtenu en recollant OCI\{cI}
et AI le long de Spec(EI) = (CI \ {cI}) ×CI Spec(AI) a` l’aide de la multiplication par
x. Cet e´pimorphisme n’est autre que la fle`che H1{cI}(CI ,Gm)→ H
1(CI ,Gm) qui s’inse`re
dans la suite exacte longue
(1) =H0{cI}(CI ,Gm)→ H
0(CI ,Gm)→ H
0(CI \ {cI},Gm)
→H1{cI}(CI ,Gm)→ H
1(CI ,Gm)→ H
1(CI \ {cI},Gm) = (1)
et son noyau est donc le groupe discret
H0(CI \ {cI},Gm)/H
0(CI ,Gm) ⊂ E
×
I /A
×
I
|| ↓
H0(C˜I \ π
−1
I (cI),Gm)/H
0(C˜I ,Gm) ⊂ E
×
I /O
×
EI
des diviseurs de degre´ 0 sur C˜I qui sont supporte´s par le ferme´ re´duit π
−1
I (cI)red = {c˜i |
i ∈ I}, groupe que l’on identifie a` Λ0I par la fle`che λ 7→
∑
i∈I λi[c˜i]. Compte tenu de cette
identification, le plongement
H0(CI \ {cI},Gm)/H
0(CI ,Gm) →֒ E
×
I /A
×
I = GI(k)
de´finit un scindage σ : Λ0I → GI de l’extension 1 → G
0
I → GI → ΛI → 0 au-dessus de
Λ0I ⊂ ΛI .
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On prolonge GI ։ PI en le morphisme de k-sche´mas
XI → P I
qui envoie M ⊂ E sur le OCI -Module sans torsion M de rang ge´ne´rique 1 obtenu en
recollant OCI\{cI} et M le long de Spec(EI) = (CI \ {cI}) ×CI Spec(AI). Pour chaque
entier d, ce morphisme envoie la composante connexe XdI dans la composante connexe
P dI . Il est GI -e´quivariant pour l’action naturelle de GI sur XI et l’action de GI sur
PI induite par celle de PI sur P I et l’e´pimorphisme GI ։ PI ci-dessus, et il passe au
quotient en un morphisme de k-sche´mas projectifs
ZI = XI/σ(Λ
0
I)→ P I
qui envoie, pour chaque entier d, la composante connexe ZdI dans la composante connexe
P dI . Le morphisme ZI → P I est birationnel puisqu’il induit un isomorphisme de l’ouvert
Z◦I = X
◦
I /Λ
0
I ⊂ ZI sur l’ouvert PI ⊂ P I .
PROPOSITION 2.2.1. — Le k-morphisme birationnel ZI → P I ci-dessus est un
home´omorphisme universel, c’est-a`-dire est fini, radiciel et surjectif.
Preuve : Il suffit de voir que les fibres ge´ome´triques du morphisme ZI → P I sont
toutes re´duites a` un point, avec e´ventuellement des nilpotents. Or tout OCI -Module M
sans torsion de rang ge´ne´rique 1 s’obtient par recollement de OCI\{cI} et d’un AI -re´seau
M ⊂ EI , le couple forme´ deM et de la donne´e de recollement e´tant uniquement de´termine´
modulo l’action de σ(Λ0I) = H
0(CI \ {cI},Gm)/H
0(CI ,Gm). 
Compte tenu du the´ore`me 2.1.2, on de´duit de cette proposition :
COROLLAIRE 2.2.2. — Le k-sche´ma ZI est irre´ductible et la GI -orbite X
◦
I de M = AI
est dense dans XI . 
Bezrukavnikov [Be] a donne´ une formule tre`s ge´ne´rale pour la dimension des fibres
de Springer, formule qui contient bien entendu l’e´galite´ dim(XI) = δI . Par contre, sa
me´thode ne permet pas de de´montrer que XI n’admet pas de composantes irre´ductibles
de dimension < δI .
COROLLAIRE 2.2.3. — Le reveˆtement e´tale Galoisien XI → ZI de groupe de Galois
Λ0I
∼= σ(Λ0I) provient par le changement de base ZI → P I d’un reveˆtement e´tale Galoisien
ϕI : P
♮
I → P I
dont la description au niveau des k′-points est la suivantes : P
♮
I (k
′) est l’ensemble
des couples (M, ι), ou` M est un Ok′⊗kCI -Module sans torsion de rang ge´ne´rique 1 et
ι : M|k′⊗k(CI\{cI})
∼
−→ Ok′⊗k(CI\{cI}) est une trivialisation de la restriction de M a`
k′ ⊗k (CI \ {cI}), et ϕI est le morphisme d’oubli de ι. 
On notera encore P ♮I = GI et ϕI : P
♮
I ։ PI le k-e´pimorphisme de´fini plus haut.
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Exemples 2.2.4 : Pour |I| = 1 et PI(T ) = T
2 − ̟3F , CI est la cubique n’ayant pour
seule singularite´ qu’un cusp ordinaire et l’home´omorphisme Z0I → P
0
I est naturellement
isomorphe au morphisme de normalisation πI : C˜I → CI .
Pour I = {1, 2}, P1(T ) = T −̟F et P2(T ) = T +̟F , CI est la cubique n’ayant pour
seule singularite´ qu’un point double ordinaire, ϕI : ZI → P I est un isomorphisme et la
composante de degre´ 0 du reveˆtement ϕI : P
♮
I → P I est naturellement isomorphe au
reveˆtement C♮I → CI de groupe de Galois Z dont l’espace total est la chaˆıne de droites
projective indexe´e par Z obtenue en prenant Z copies de la droite projective standard
sur k et en identifiant le point a` l’infini de la n-e`me copie a` l’origine de la (n+1)-e`me. 
On peut ge´ne´raliser la proposition 2.2.1 comme suit. Soit C une courbe ge´ome´trique-
ment inte`gre et projective sur k n’ayant que des singularite´s planes et rationnelles sur k,
et dont la source du morphisme de normalisation πC : C˜ → C est la droite projective
standard sur k. Soit {cj | j ∈ J} l’ensemble fini des points singuliers de C et, pour chaque
j ∈ J , soit π−1C (cj) = {c˜i | i ∈ Ij} l’ensemble des branches de C en cj . Pour chaque j ∈ J ,
notons AIj le comple´te´ de l’anneau local de C en cj et CIj la courbe construite en 2.1, de
normalise´e une droite projective et qui n’a qu’une seule singularite´ (en cIj ), singularite´
dont la germe formel est Spf(AIj ).
On peut former les k-sche´mas de Picard compactifie´s P Ij des CIj et les 〈〈fibres de
Springer 〉〉 XIj des AIj -re´seaux dans l’anneau total des fractions EIj de AIj , ainsi que
leurs quotients ZIj = XIj/σj(Λ
0
Ij
) ou` Λ0Ij = Ker(Z
Ij → Z) ⊂ ZIj = ΛIj et
σj(Λ
0
Ij ) = H
0(CIj \ {cIj},Gm)/H
0(CIj ,Gm) ⊂ E
×
Ij
/A×Ij .
Alors, d’apre`s ce qui pre´ce`de, on a un home´omorphisme universel∏
j∈J
ZIj →
∏
j∈J
P Ij
qui induit pour chaque famille d’entiers (dj)j∈J un home´omorphisme universel∏
j∈J
Z
dj
Ij
→
∏
j∈J
P
dj
Ij
.
On peut aussi former le k-sche´ma de Picard compactifie´ P de C et on a un k-morphisme
X =
∏
j∈J
XIj → P
qui envoie (Mj ⊂ EIj )j∈J sur le OC-ModuleM sans torsion de rang ge´ne´rique 1 obtenu en
recollant OC\{cj|j∈J} et les Mj. Ce k-morphisme est e´quivariant pour l’action du groupe
discret
H0(C \ {cj | j ∈ J},Gm)/H
0(C,Gm) ⊂
∏
j∈J
E×Ij/A
×
Ij
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qui est l’image d’une section σ de la projection canonique∏
j∈J
E×Ij/A
×
Ij
։
∏
j∈J
E×Ij/O
×
EIj
∼=
∏
j∈J
ZIj = ZI = Λ
au-dessus de Λ0 = Ker(ZI → Z) (on a bien entendu pose´ I =
∐
j∈J Ij). Il passe donc au
quotient en un k-morphisme
Z = X/σ(Λ0)→ P .
La construction des courbes CIj , et donc des sections σIj , de´pend du choix d’unifor-
misantes ̟i = ̟Ei des Ei pour les i ∈ Ij . De telles uniformisantes sont donne´es par le
choix d’une carte affine Spec(k[x]) ⊂ C˜ ∼= P1k qui contient tous les points c˜i, i ∈ I. Si on
fixe de cette fac¸on les uniformisantes, la restriction de σ : Λ0 →
∏
j∈J E
×
Ij
/A×Ij a`∏
j∈J
Λ0Ij =
∏
j∈J
Ker(ZIj → Z) ⊂ Ker(ZI → Z) = Λ0
est e´gale a` la section
∏
j∈J σIj et l’application quotient X =
∏
j∈J XIj ։ Z se factorise
par un k-morphisme ∏
j∈J
ZIj ։ Z
qui induit, pour chaque famille d’entiers (dj)j∈J de somme d, un k-isomorphisme∏
j∈J
Z
dj
Ij
∼
−→ Zd
ou` Zd est la composante connexe de degre´ d de Z.
PROPOSITION 2.2.5. — Le k-morphisme ci-dessus Z → P , somme disjointe pour d ∈ Z
des k-morphisme Zd → P
d
, est un home´omorphisme universel. 
COROLLAIRE 2.2.6. — Le reveˆtement e´tale Galoisien X → Z de groupe de Galois
Λ0 ∼= σ(Λ0) provient par le changement de base Z → P d’un reveˆtement e´tale Galoisien
ϕ : P
♮
→ P
dont la description au niveau des k′-points est la suivantes : P
♮
(k′) est l’ensemble
des couples (M, ι), ou` M est un Ok′⊗kC-Module sans torsion de rang ge´ne´rique 1 et
ι : M|k′⊗k(C\{cj |j∈J})
∼
−→ Ok′⊗k(C\{cj |j∈J}) est une trivialisation de la restriction de M
a` k′ ⊗k (C \ {cj | j ∈ J}), et ϕ est le morphisme d’oubli de ι. 
2.3. Retour a` la situation arithme´tique du lemme fondamental
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Plac¸ons nous de nouveau dans la situation de la section 1.3, de sorte que k = Fq2. On
suppose de plus que |I| ≤ q.
Compte tenu de l’hypothe`se (1.3.1), l’automorphisme ∗ de OEI envoie AI dans lui-
meˆme. On ve´rifie alors que
AI,0 = AI ∩ EI,0 = {x ∈ AI | x = x
∗}
= {α0 + α1γI + · · ·+ αnI−1γ
nI−1
I | αj ∈ OF et α
∗
j = (−1)
jαj}
est une Fq-structure sur la Fq2-alge`bre AI et que la normalise´e de la Fq-alge`bre AI,0 est
EI,0. Le morphisme de normalisation
Spf(OEI )→ Spf(AI)
se descend donc de Fq2 a` Fq en le morphisme de normalisation
Spf(OEI,0)→ Spf(AI,0).
Bien suˆr, on peut aussi introduire de la meˆme fac¸on une Fq-structure Ai,0 sur la Fq2-
alge`bre Ai pour chaque i ∈ I.
On peut reprendre la construction de CI donne´e en 2.1 en choisissant ι : I →֒ Fq2 = k
de telles sorte que son image soit contenue dans Fq ⊂ Fq2 et en choisissant chaque
uniformisante ̟Ei dans Ei,0 ⊂ Ei. La courbe CI obtenue se descend alors en une courbe
projective et ge´ome´triquement inte`gre CI,0 sur Fq, n’ayant qu’un seul point singulier
rationnel sur Fq, dont le germe formel en ce point singulier est Spf(AI,0) et a des branches
Spf(Ai,0) qui sont toutes rationnelles sur Fq, et dont la normalise´e est P
1
Fq
.
On munit alors le Fq2-sche´ma de Picard compactifie´ P I de la Fq-structure rationnelle
PI dont l’endomorphisme de Frobenius envoie, pour toute extension k
′ de Fq2 , un k
′-point
M sur le k′ ⊗k CI -Module sans torsion de rang ge´ne´rique 1,
Frob
PI/Fq
(M) = (k′ ⊗k FrobCI,0/Fq)
∗(M∨) = ((k′ ⊗k FrobCI,0/Fq)
∗M)∨,
ou` FrobCI,0/Fq : CI → CI est l’endomorphisme de Frobenius pour la Fq-structure
rationnelle CI,0 sur CI et ou` M
∨ = Homk′⊗kOCI (M, k
′ ⊗k OCI ) est le dual de M. Si
M est inversible, il en est de meˆme de Frob
PI/Fq
(M), de sorte que Frob
PI/Fq
induit un
endomorphisme de Frobenius sur l’ouvert PI ⊂ P I , d’ou` une Fq-structure rationnelle PI
sur PI .
LEMME 2.3.1. — Les morphismes GI → PI et XI → P I sont compatibles aux Fq-
structures rationnelles conside´re´es en 1.3 et ci-dessus ; ils se descendent donc en des
Fq-morphismes GI → PI et XI → PI .
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Preuve : Il suffit de de´montrer que, pour toute extension finie k′ de k et tout sous-A′I -
module M ⊂ E′I(= k
′ ⊗k EI) partout de rang ge´ne´rique 1, on a
(M∨)∗ = (M∗)∨ = M⊥I
ou`
M∨ = HomA′
I
(M,A′I) = {y ∈ E
′
I | yM ⊂ A
′
I}.
Or, on a les inclusions e´videntes
(M∨)∗ ⊂ (M∗)∨ ⊂M⊥I ,
inclusions qui sont toutes les deux des e´galite´s pour M = A′I , et on a
[M∨ : N∨] = [M∗ : N∗] = [M⊥I : N⊥I ] = −[M : N ]
pour tout couple (M,N) de sous-A′I -modules de E
′
I partout de rang ge´ne´rique 1. 
*
2.4. Auto-dualite´ des jacobiennes compactifie´es d’apre`s Esteves, Gagne´ et
Kleiman
Dans [E-G-K], Esteves, Gagne´ et Kleiman ont de´montre´ un the´ore`me d’auto-dualite´
pour les jacobiennes compactifie´es des courbes projectives et inte`gres dont toutes les
singularite´s sont planes et de multiplicite´ 2. Ce the´ore`me ge´ne´ralise l’e´nonce´ classique
d’auto-dualite´ des jacobiennes des courbes projectives et lisses.
Nous n’aurons besoin que de la partie 〈〈 facile 〉〉 de ce the´ore`me, partie qui vaut en fait
sans l’hypothe`se restrictive de multiplicite´ 2 et que nous allons rappeler maintenant.
On se place dans la situation naturelle pour ce re´sultat. Soient donc S un sche´ma
nœthe´rien et C → S un morphisme projectif et plat, dont toutes les fibres ge´ome´triques
sont inte`gres et de dimension 1. Pour simplifier, on supposera qu’il existe une section
globale de C sur S dont l’image est contenue dans le lieu de lissite´ de C sur S et on fixera
une fois pour toute une telle section ∞ : S → C. On notera [∞] le diviseur de Cartier
relatif sur C image de cette section.
Pour chaque entier d, soit P d = PicdC/S la composante du S-sche´ma de Picard de la
courbe C/S qui parame`tre les classes d’isomorphie de Modules inversibles sur C qui sont
de degre´ d fibre a` fibre du morphisme C → S, et soit P d = Pic dC/S la compactification
relative de P d qui parame`tre les Modules cohe´rents sur C qui sont plats sur S et, fibre a`
fibre, sans torsion, de rang ge´ne´rique 1 et de degre´ d. La torsion M → M(−(d + 1)[∞])
par le diviseur de Cartier −(d+ 1)[∞] identifie P d et P d a` P−1 et P−1 respectivement.
On supposera que, pour un entier d ou, ce qui revient au meˆme, pour tout entier d, le
foncteur de Picard de P d/S est repre´sentable par un S-sche´ma
PicPd/S
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qui est une re´union disjointe de S-sche´mas quasi-projectifs. C’est le cas d’apre`s
Grothendieck ([Gr 2] The´ore`me 3.1, et aussi [B-L-R] §8.2, Theorem 1) si toutes les fibres
de C/S ont au pire des singularite´s planes, car le S-sche´ma P d est alors projectif, plat et
a` fibres ge´ome´triques inte`gres d’apre`s Altman, Iarrobino et Kleiman, et Rego (cf. [A-I-K],
[Re] et notre section 2.1). C’est aussi le cas si S est le spectre d’un corps d’apre`s Murre
et Oort (cf. [B-L-R] §8.2, Theorem 3).
Si S est le spectre d’un corps k, le k-sche´ma en groupes PicP d/k admet une composante
neutre Pic0
P d/k
et on de´finit
Picτ
P d/k
=
⋃
n>0
[n]−1Pic0
Pd/k
,
ou` [n] : PicPd/k → PicPd/k est la multiplication par l’entier n. Pour S arbitraire, on note
Pic0
P d/S
(resp. Picτ
Pd/S
) le sous-foncteur de PicP d/S forme´ des classes d’isomorphie de
Modules inversibles sur P d dont la restriction a` chaque fibre P ds de P
d → S est dans
Pic0
P ds/κ(s)
(resp. Picτ
P ds/κ(s)
). Le sous-foncteur Picτ
Pd/S
est repre´sentable par une partie
ouverte et ferme´e de PicPd/S (cf. [B-L-R] §8.4, Theorem 4) ; par contre, le sous-foncteur
Pic0
P d/S
n’est pas repre´sentable en ge´ne´ral.
On a l’application d’Abel
A−1 : C → P
−1
de´finie par l’Ide´al de la diagonale C ⊂ C ×S C : la premie`re projection C ×S C → C est
un changement de base de C → S et cet Ide´al est un OC×SC-Module cohe´rent qui est
plat sur C et, fibre a` fibre, sans torsion, de rang ge´ne´rique 1 et de degre´ −1. Pour tout
entier d, on de´finit
Ad : C → P
d
comme le compose´ de A−1 et de l’isomorphisme P
−1 ∼−→ P d de torsion par (d+ 1)[∞].
Le morphisme Ad induit un homomorphisme de S-sche´mas en groupes
A∗d : PicPd/S → PicC/S .
Dans [E-G-K], Esteves, Gagne´ et Kleiman construisent un inverse a` droite de
l’homomorphisme A∗d sur P
0 = Pic0C/S ⊂ PicC/S en utilisant le de´terminant de la coho-
mologie.
Plus pre´cise´ment, notons
C ×S P
pr12←−−−− C ×S P ×S P
0 pr13−−−−→ C ×S P
0
pr2
y y pr23 y pr2
P ←−−−−−−−−−
pr1
P ×S P
0 −−−−−−−−−→
pr2
P 0
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les projections canoniques et Luniv et Muniv les Modules universels sur C×SP
0 et C×SP
respectivement, rigidifie´s le long des sections P 0 → C ×S P
0 et P → C ×S P induites
par la section ∞ : S → C. Alors, on peut former le OP×SP 0-Module inversible
(detR pr23,∗(pr
∗
12M
univ ⊗ pr∗13L
univ))⊗−1 ⊗ detR pr23,∗ pr
∗
12M
univ
sur P ×S P
0, Module inversible qui de´finit un morphisme
β =
∏
d∈Z
βd : P
0 → PicP/S =
∏
d∈Z
PicPd/S .
PROPOSITION 2.4.1 (Esteves, Gagne´ et Kleiman ; [E-G-K], Proposition (2.2)). — Pour
chaque entier d, le morphisme βd : P
0 → PicPd/S est un homomorphisme de S-sche´mas
en groupes dont l’image ensembliste est contenue dans le sous-foncteur Pic0
P d/S
, et donc
dans l’ouvert et ferme´ Picτ
Pd/S
, et la formation de βd commute a` tout changement de
base S′ → S. De plus, le compose´ A∗d ◦ βd est l’identite´ de P
0. 
Remarque 2.4.2 : Si on note
µ : P ×S P
0 → P , (M,L) 7→M⊗OC L,
l’action naturelle de P 0 sur P , on a le carre´ carte´sien
C ×S P ×S P
0 IdC ×µ−−−−−−−→ C ×S P
pr23
y  y pr2
P ×S P
0 −−−−−−−−−−−−→
µ
P
et on a un isomorphisme canonique
pr∗12M
univ ⊗ pr∗13L
univ ∼= (IdC ×µ)
∗Muniv.
Le the´ore`me de changement de base assure alors que
R pr23,∗(pr
∗
12M
univ ⊗ pr∗13L
univ) ∼= µ∗R pr2,∗M
univ
et le morphisme β d’Esteves, Gagne´ et Kleiman est encore de´fini par le Module inversible
(µ∗ detR pr2,∗M
univ)⊗−1 ⊗ detR pr2,∗M
univ. 
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2.5. Sche´mas de Picard et dualite´ pour les tores
Nous aurons besoin dans la section suivante et la section 4.3 d’un re´sultat ge´ne´ral de
Grothendieck qui nous a e´te´ communique´ par Raynaud.
Soient f : Z → S un morphisme propre, plat et de pre´sentation finie de sche´mas tel
que f∗OZ = OS et T un S-tore (plat et de pre´sentation finie), de faisceau des caracte`res
X∗(T ) = HomS-sch.gr.(T,Gm,S). Pour chaque changement de base
Z ′ −−−→ Z
f ′
y  y f
S′ −−−→ S ,
chaque section globale t′ du S′-tore T ′ = S′ ×S T et chaque f
′∗X∗(T ′)-torseur Y ′ sur
Z ′, on note 〈Y ′, t′〉 le Gm,Z′ -torseur sur Z
′ obtenu en poussant Y ′ par le caracte`re image
re´ciproque par f ′ du caracte`re X∗(T ′)→ Gm,S′ , χ
′ 7→ χ′(t′).
PROPOSITION 2.5.1 (cf. [Ra] Proposition (6.2.1)). — Notons
PicZ/S = R
1f∗Gm,Z
le foncteur de Picard relatif. Alors, l’homomorphisme de faisceaux e´tales sur S
R1f∗f
∗X∗(T )→ HomS-sch.gr.(T,PicZ/S)
qui, quel que soit le S-sche´ma S′, envoie la classe d’un f ′∗X∗(T ′)-torseur Y ′ → Z ′ sur
l’homomorphisme 〈Y ′, ·〉 : T ′ → PicZ′/S′ , est un isomorphisme.
Preuve : On raisonne comme le fait Raynaud pour prouver la Proposition (6.2.1) de
[Ra]. Pour tout faisceau fppf en groupes commutatifs F sur S, on conside`re le foncteur
G 7→ H(G) = f∗Hom(f
∗F,G)
sur la cate´gorie des faisceaux fppf en groupes commutatifs sur Z. On a deux suite spectrale
Epq2 = R
qf∗ Ext
p(f∗F,G)⇒ Rp+qH(G)
et
Epq2 = Ext
q(F, Rpf∗G)⇒ R
p+qH(G)
et donc deux suites exactes courtes des termes de bas degre´s, qui s’e´crivent pour F = T
et G = Gm,Z ,
0→ R1f∗f
∗X∗(T )→ R1H(Gm,Z)→ f∗ Ext
1(f∗T,Gm,Z)
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et
0→Ext1(T, f∗Gm,Z)→ R
1H(Gm,Z)→ Hom(T,R
1f∗Gm,Z)
→Ext2(T, f∗Gm,Z)→ R
2H(Gm,Z).
L’homomorphisme de la proposition est alors l’homomorphisme compose´
R1f∗f
∗X∗(T )→ R1H(Gm,Z)→ Hom(T,R
1f∗Gm,Z).
On a f∗Gm,Z = Gm,S par hypothe`se et on sait que Ext
1(f∗T,Gm,Z) = (0) et
Ext1(T,Gm,S) = (0). Par suite, l’homomorphisme compose´ ci-dessus est injectif et,
pour de´montrer qu’il est bijectif, il suffit de ve´rifier que l’application Ext2(T, f∗Gm,Z)→
R2H(Gm,Z) est injective. Comme cette proprie´te´ d’injectivite´ est locale pour la topologie
fppf sur S, on peut supposer que f admet une section globale z : S → Z, et donc que l’on a
une fle`che ι : f∗G→ z
∗G fonctorielle en G. Or, la fle`che ι induit un morphisme R2H(G)→
Ext2(F, z∗G) tel que l’homomorphisme compose´ Ext2(F, f∗G)→ R
2H(G)→ Ext2(F, z∗G)
soit e´gal a` Ext2(F, ι), et elle est un isomorphisme pour G = Gm,Z par hypothe`se. Notre
assertion d’injectivite´ est donc ve´rifie´e et la proposition est de´montre´e. 
2.6. Auto-dualite´ des jacobiennes compactifie´es et fibres de Springer
Revenons maintenant a` la situation de la section 2.1. Nous avons donc la courbe inte`gre
et projective C = CI sur k, de normalise´e π = πI : C˜ = C˜I → C une droite projective,
avec son unique point singulier c = cI en lequel la singularite´ est plane. Le comple´te´ de
l’anneau local de C en c est notre anneau A = AI de la section 1.1 et l’ensemble des
branches π−1(c) = {c˜i | i ∈ I} est indexe´ par I.
On conside`re le k-sche´ma de Picard compactifie´ P = P I de C et son reveˆtement e´tale
Galoisien
P
♮
→ P ,
de groupe de Galois
Λ0 = H0(C \ {c},Gm)/H
0(C,Gm)
= H0(C˜ \ {c˜i | i ∈ I},Gm)/H
0(C˜,Gm) = Ker(Z
I → Z),
de´fini dans la section 2.2. Rappelons que les k-points de P
♮
sont les couples (M, ι) ou`
M est un OC-Module sans torsion de rang ge´ne´rique 1 et ι : M|C\{c}
∼
−→ OC\{c} est une
rigidification de M sur le lieu de lissite´ C \ {c} de C, et que la fle`che du reveˆtement est
l’oubli de la rigidification.
Par construction, la restriction du reveˆtement P
♮
→ P par le morphisme radiciel
Z = ZI → P
de´fini en 2.2 est le reveˆtement
X → X/Λ0 = Z
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ou` X = XI est la fibre de Springer de la premie`re partie.
Nous allons utiliser les re´sultats ge´ne´raux des sections 2.4 et 2.5 pour donner une autre
de´finition du reveˆtement P
♮
→ P .
Soit T le tore maximal de la composante neutre P 0 du k-sche´ma de Picard de C. On
a T = GIm,k/Gm,k et le groupe des caracte`res de T est naturellement isomorphe au noyau
Ker(ZI → Z)
de l’homomorphisme somme, avec pour accouplement
Ker(ZI → Z)× T → Gm,k, (λ, t) 7→ t
λ =
∏
i∈I
tλii .
L’homomorphisme de k-sche´mas en groupes
T → PicP/k
obtenu en composant l’inclusion T ⊂ P 0 et l’homomorphisme canonique β d’Esteves,
Gagne´ et Kleiman (cf. 2.4), de´finit donc d’apre`s la proposition 2.5.1 un Λ0-torseur
P † → P .
PROPOSITION 2.6.1. — Le Λ0-torseur P † → P n’est autre que le reveˆtement P
♮
→ P .
Preuve : Il s’agit de de´montrer que, pour chaque entier d, la restriction a` Zd du Λ0-
torseur P † → P est isomorphe a` Xd → Zd = Xd/Λ0 et, bien suˆr, il suffit de le faire pour
d = 0.
Si l’on interpre`te le k-sche´ma de Picard PicZ0/k de Z
0 comme le k-sche´ma de
Picard Λ0-e´quivariant PicΛ
0
X0/k de X
0, le Λ0-torseur X0 → Z0 correspond de manie`re
tautologique par la proposition 2.5.1 au k-homomorphisme
T → PicΛ
0
X0/k = PicZ0/k
qui envoie t ∈ T (k) sur le OX0 -Module inversible trivial muni de l’action de Λ
0 donne´e
par le caracte`re
χt : Λ
0 → Gm,k, λ 7→ t
λ,
et on veut montrer que ce k-homomorphisme co¨ıncide avec le k-homomorphisme compose´
T ⊂ P 0
β0
−−−→ PicP 0/k → PicZ0/k
ou` la dernie`re fle`che est la fle`che de restriction par le morphisme radiciel Z0 → P 0. Il
suffit donc de de´montrer que, pour tout t ∈ T (k), la restriction a` Z0 du OP 0 -Module
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inversible β0(t) est le OX0 -Module inversible trivial muni de l’action de Λ
0 donne´e par le
caracte`re χt.
Rappelons que l’anneau total des fractions de A est E = EI =
∏
i∈I Ei, que C˜ est la
droite projective standard P1k, que le point ∞ de C˜ est distinct des c˜i, que pour chaque
i ∈ I, on peut prendre pour uniformisante ̟i = ̟Ei de Ei la fonction x − c˜i ou` x est
une coordonne´e affine sur C˜ \ {∞} ∼= A1k, que A˜ =
∏
i∈I k[[̟i]] ⊂
∏
i∈I k((̟i))
∼= EI et
que Λ0 est l’ensemble des fractions rationnelles de la forme
∏
i∈I(x − c˜i)
λi avec λ ∈ ZI
et
∑
i∈I λi = 0.
Rappelons de plus que X0 est le k-sche´ma des A-re´seaux M ⊂ E d’indice 0
relativement a` A ⊂ E, que l’image M ∈ P 0(k) de M ∈ X0(k) est le OC-Module obtenu
en recollant OC\{c} et M , et que l’action du groupe de Galois Λ
0 est donne´e par
(λ,M) 7→ λ ·M = (̟λii )i∈IM.
Rappelons enfin que le k-sche´ma X0 est localement de type fini, re´union d’une suite
croissante
X00 ⊂ · · · ⊂ X
0
n ⊂ X
0
n+1 ⊂ · · · ⊂ X
0
de ferme´s de type fini stables sous l’action par translation de P 0(k) = A˜×/A× ; par
exemple, on peut prendre pour X0n le ferme´ forme´ des M qui sont contenus dans
(̟−ni )i∈IA˜ ⊂ E.
Il suffit donc de construire, un syste`me compatible de trivialisations des restrictions du
Module inversible β0(t) aux X
0
n et de montrer que, pour tout M ∈ X
0(k) et tout λ ∈ Λ0,
l’isomorphisme de la fibre en M de la restriction de β0(t) a` X
0 sur celle en λ ·M donne´
par l’action de λ s’exprime dans ce syste`me de trivialisations comme la multiplication
par tλ.
La fibre de β0(t) en l’image M ∈ P
0(k) de M ∈ X0n(k) peut se calculer comme suit.
Soit R = H0(C \ {c},OC) ⊂ E la k-alge`bre des fonctions rationnelles sur C˜ qui sont
re´gulie`res en dehors de {c˜i | i ∈ I}. On a une suite exacte
0→ H0(C,M)→ R→ E/M → H1(C,M)→ 0
et il existe N ≥ n, inde´pendant deM ∈ X0n(k), tel que la restriction de la fle`che surjective
E/M ։ H1(C,M) a` (̟−Ni )i∈IA˜/M ⊂ E/M soit encore surjective. La suite induite
0→ H0(C,M)→ R ∩ (̟−Ni )i∈IA˜→ (̟
−N
i )i∈IA˜/M → H
1(C,M)→ 0.
est donc aussi exacte.
La classe d’isomorphie fixe´e t ∈ T (k) ⊂ P 0(k) est repre´sente´e par le OC-Module
inversible L obtenu en recollant OC\{c} et le re´seau L = (ti)i∈IA ⊂ E, et on peut
remplacer dans les suites exactes ci-dessus M par L⊗OC M et M par t ·M = (ti)i∈IM ⊂
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(̟−ni )i∈IA˜ ⊂ E. Par conse´quent, la fibre de β0(t) en M s’identifie canoniquement a` la
k-droite (
max∧
(̟−Ni )i∈IA˜
/
t ·M
)
⊗k
(
max∧
(̟−Ni )i∈IA˜
/
M
)⊗−1
,
ou se qui revient au meˆme a` la k-droite(
max∧
(̟−ni )i∈IA˜
/
t ·M
)
⊗k
(
max∧
(̟−ni )i∈IA˜
/
M
)⊗−1
.
Le de´terminant de l’isomorphisme (̟−ni )i∈IA˜/M
∼
−→ (̟−ni )i∈IA˜/t · M induit par la
multiplication par (ti)i∈I de´finit un vecteur de base en,M de cette dernie`re k-droite. La
section M 7→ eM =
(∏
i∈I t
−n
i
)
en,M de la restriction de β0(t) a` X
0
n est la trivialisation
cherche´e : elle est 〈〈 inde´pendant de n 〉〉 puisque le de´terminant de l’automorphisme de
multiplication par (ti)i∈I sur (̟
−n−1
i )i∈IA˜/(̟
−n
i )i∈IA˜ est e´gal a`
∏
i∈I ti.
Maintenant, si M et λ ·M sont dans X0n(k), la multiplication par (̟
−λi
i )i∈I induit un
isomorphisme de la k-droite(
max∧
(̟−ni )i∈IA˜
/
t · (λ ·M)
)
⊗k
(
max∧
(̟−ni )i∈IA˜
/
λ ·M
)⊗−1
sur la k-droite(
max∧
(̟−λi−ni )i∈IA˜
/
t ·M
)
⊗k
(
max∧
(̟−λi−ni )i∈IA˜
/
M
)⊗−1
qui envoie le vecteur de base en,M sur le de´terminant e
′ de l’isomorphisme
(̟−λi−ni )i∈IA˜/M
∼
−→ (̟−λi−ni )i∈IA˜/t ·M
induit par la multiplication par (ti)i∈I . Or cette dernie`re k-droite est canoniquement
isomorphe a` la k-droite(
max∧
(̟−ni )i∈IA˜
/
t ·M
)
⊗k
(
max∧
(̟−ni )i∈IA˜
/
M
)⊗−1
par un isomorphisme qui envoie e′ sur t−λen,M (choisir arbitrairement un entier m ≥
λi + n quel que soit i ∈ I et utiliser les inclusions (̟
−λi−n
i )i∈IA˜ ⊂ (̟
−m
i )i∈IA˜ ⊃
(̟−ni )i∈IA˜). On en de´duit donc que l’action de −λ envoie eλ·M sur t
−λeM , ce que l’on
voulait de´montrer. 
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Remarque 2.6.2 : Pour tout a˜ ∈ A˜×/A×, la multiplication par a˜ induit un isomorphisme
de (̟−ni )i∈IA˜/M sur (̟
−n
i )i∈IA˜/a˜M dont le de´terminant ne de´pend que du 〈〈 terme
constant 〉〉 a˜(0) de a˜, c’est-a`-dire de l’image de a˜ par la projection canonique A˜×/A× ։
(k×)I/k×. Les meˆmes calculs de de´terminant de la cohomologie que ceux de la preuve
de la proposition montrent donc que la fle`che compose´e
P 0
β
−−−→ PicP → PicZ
est triviale sur la composante unipotente de P 0. 
Remarque 2.6.3 : On a bien suˆr une variante de la proposition 2.6.1 pour le reveˆtement
du corollaire 2.2.6. 
3. DE´FORMATIONS DE COURBES (RAPPELS)
3.1. De´formations miniverselles : ge´ne´ralite´s
On note Artk la cate´gorie des k-alge`bres locales artiniennes de corps re´siduel k. Tous
les k-sche´mas conside´re´s dans la suite sont suppose´s se´pare´s et localement nœthe´riens.
Soit Xk un k-sche´ma. On a le foncteur des de´formations
DefXk : Artk → Ens
qui associe a` une k-alge`bre locale artinienne R l’ensemble des classes d’isomorphie de
R-sche´mas plats XR munis d’un isomorphisme de k-sche´mas
ι : Xk
∼
−→ k ⊗R XR.
Si Xk = Spec(Ak) est affine, toute de´formation XR de Xk sur R ∈ obArtk est aussi un
sche´ma affine XR = Spec(AR) ou` AR est une R-alge`bre plate munie d’un isomorphisme
de k-alge`bres k ⊗R AR
∼
−→ Ak. On identifiera donc DefXk au foncteur DefAk qui envoie
R sur l’ensemble des classes d’isomorphie des AR.
On de´finit aussi le foncteur des de´formations
DeftopXk = Def
top
Ak
d’un k-sche´ma formel affine Xk = Spf(Ak) en tenant compte de la topologie de Ak.
Si Uk est un ouvert de Xk et si x ∈ Uk, on a des morphismes de foncteurs e´vidents
DefXk → DefUk → DefOXk,x → Def
top
ÔXk,x
.
Une de´formation formelle (R,X) de Xk est un couple forme´ d’une k-alge`bre locale
comple`te nœthe´rienne R de corps re´siduel k et d’un couple X = (X•, ι•) ou` X• est une
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suite de de´formations Xn de Xk sur Rn = R/m
n+1
R
avec X0 = Xk et ou` ι• est une suite
d’isomorphismes
ιn : Xn
∼
−→ Rn ⊗Rn+1 Xn+1, n ∈ N.
On verra dans la suite X comme un S-sche´ma formel ou` S = Spf(R).
Une telle de´formation de´finit un morphisme de foncteurs
S→ DefXk
qui envoie le R-point ϕ : R→ R de S sur (R ⊗ϕ,R X, ι) ou` on a pose´
R ⊗ϕ,R X = R ⊗ϕn,Rn Xn
quel que soit l’entier n assez grand pour que ϕ se factorise en R։ Rn
ϕn
−−→R.
DE´FINITION 3.1.1. — Une de´formation formelle (R,X) de Xk est dite miniverselle si
le morphisme de foncteurs Homk−alg(R, ·) → DefXk associe´ est formellement lisse et si
l’application entre les espaces tangents
Homk(mR/m
2
R, k)
∼
←− S(k[ε])→ DefXk(k[ε])
est bijective.
On de´finit de meˆme une de´formation formelle miniverselle d’une k-alge`bre Ak et
une de´formation formelle miniverselle topologique d’une k-alge`bre topologique Ak. Une
de´formation formelle miniverselle de Xk ou Ak (resp. une de´formation formelle mini-
verselle topologique Ak) est unique a` isomorphisme pre`s.
THE´ORE`ME 3.1.2 (Schlessinger, cf. [Ri] Theorem 4.5). — Soit Xk un sche´ma se´pare´ et
de type fini sur k. Supposons de plus que
- soit Xk est propre sur k,
- soit Xk est affine avec un lieu singulier X
sing
k fini sur k.
Alors, Xk admet une de´formation formelle miniverselle (R,X). 
THE´ORE`ME 3.1.3 (Rim, [Ri] Theorem 4.11, Corollary 4.13). — Soit Xk un sche´ma
se´pare´ et de type fini sur k dont le lieu singulier Xsingk est fini sur k. Pour chaque
x ∈ Xsingk , soit Uk,x un ouvert affine de Xk qui ne rencontre X
sing
k qu’en x. On a alors
les proprie´te´s suivantes.
(i) Si H2(Xk,HomOXk (Ω
1
Xk/k
,OXk)) = (0), le morphisme de foncteurs
DefXk →
∏
x∈Xsing
k
DefUk,x
est formellement lisse.
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(ii) Pour chaque x ∈ Xsingk , le morphisme de foncteurs
DefUk,x → Def
top
ÔX,x
est formellement lisse et induit une bijection entre les espaces tangents de Zariski
DefUk,x(k[ε])
∼
−→ Deftop
ÔX,x
(k[ε]);
en particulier, si (R,Ux) est une de´formation formelle miniverselle du k-sche´ma affine
Uk,x, alors (R, ÔUx,x) est une de´formation formelle miniverselle topologique de ÔX,x.
(iii) Si H2(Xk,HomOXk (Ω
1
Xk/k
,OXk)) = (0) et si Xk est localement d’intersection
comple`te, tous les foncteurs de de´formations conside´re´s dans (i) et (ii) sont formellement
lisses sur k ; si de plus le lieu de lissite´ est dense dans Xk, la suite exacte entre les espaces
tangents associe´e au morphisme de foncteurs
DefXk →
∏
x∈Xsing
k
Deftop
ÔXk,x
n’est autre que la suite exacte courte
0→ H1(Xk,HomOXk (Ω
1
Xk/k
,OXk))→ Ext
1
OXk
(Ω1Xk/k,OXk)
→ H0(Xk,Ext
1
OXk
(Ω1Xk/k,OXk))→ 0. 
3.2. De´formations miniverselles : le cas des courbes a` singularite´s planes
Soit Ck une courbe inte`gre, projective et localement d’intersection comple`te sur k ; Ck
est ge´ne´riquement lisse sur k puisque l’on a suppose´ k alge´briquement clos.
Le k-sche´ma Ck admet une de´formation formelle miniverselle (R,C) d’apre`s le
the´ore`me 3.1.2 de Schlessinger.
DE´FINITION 3.2.1. — Soit c un point ferme´ de Ck. Nous dirons que Ck admet en c
une singularite´ plane isole´e si le comple´te´ ÔCk,c de l’anneau local de Ck en c est une
k-alge`bre topologique isomorphe a` k[[x, y]]/(f) pour une se´rie formelle f = f(x, y) ∈
(x, y) ⊂ k[[x, y]] telle que le k-espace vectoriel k[[x, y]]/(∂xf, ∂yf) soit de dimension finie.
Bien entendu, si le point c est une singularite´ plane isole´e de Ck au sens de la de´finition
ci-dessus, il l’est aussi au sens usuel puisque le k-espace vectoriel k[[x, y]]/(f, ∂xf, ∂yf)
est a fortiori de dimension finie. La re´ciproque est vraie si k est de caracte´ristique nulle,
puisque f est alors entier sur l’ide´al (∂xf, ∂yf) (cf. [Te 1] 1.1).
Supposons dans la suite que les seules singularite´s de Ck sont des singularite´s planes
isole´es.
36
Comme Ck est de dimension 1 et localement d’intersection comple`te, on a
H2(Ck,HomOCk (Ω
1
Ck/k
,OCk)) = (0)
et il n’y a pas d’obstruction a` de´former Ck. Par suite la base R de la de´formation
miniverselle est une k-alge`bre de se´ries formelles en τ(Ck) variables, ou` τ(Ck) est la
dimension de l’espace tangent de Zariski
Ext1OCk
(Ω1Ck/k,OCk).
De plus, le k-espace vectoriel sous-jacent a` l’alge`bre de Lie du k-sche´ma en groupes
Autk(Ck) des k-automorphismes de Ck est e´gal a` HomOCk (Ω
1
Ck/k
,OCk).
De meˆme, pour chaque point singulier c ∈ Csingk , le foncteur des de´formations
topologiques de ÔCk ,c
∼= k[[x, y]]/(f) est formellement lisse avec pour espace tangent
Deftop
ÔCk,c
(k[ε]) = Ext1
ÔCk,c
(Ω1,topCk,c , ÔCk,c)
∼= k[[x, y]]/(f, ∂xf, ∂yf)
(on a
Ω1,topCk,c = Coker(k[[x, y]]/(f) →֒ (k[[x, y]]/(f))dx⊕ (k[[x, y]]/(f))dy)
ou` la fle`che envoie 1 sur df = (∂xf)dx+ (∂yf)dy). De plus, on obtient une de´formation
miniverselle topologique
Spf(k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck))]]/(f˜))→ Spf(k[[z1, . . . , zτc(Ck)]])
du germe formel de Ck en c en choisissant arbitrairement des se´rie formelles
g1, . . . , gτc(Ck) ∈ k[[x, y]]
dont les re´ductions modulo l’ide´al (f, ∂xf, ∂yf) forment une base de Def
top
ÔCk,c
(k[ε]), et en
posant
f˜ = f˜(x, y, z) = f(x, y) +
τc(Ck)∑
t=1
ztgt(x, y).
Bien suˆr, on peut prendre gτc(Ck) = 1, de sorte que k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck)]]/(f˜) est
isomorphe a` la k-alge`bre de se´ries formelles k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck)−1]].
Il re´sulte de cette discussion que le morphisme propre et plat de k-sche´mas formels
C → Spf(R) est localement d’intersection comple`te. On peut donc conside´rer son OC-
Module dualisant relatif ωC/S ; la restriction de ce Module inversible a` Ck est bien entendu
le OCk -Module dualisant ωCk/k.
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THE´ORE`ME 3.2.2. — Soient S = Spec(R) et s = Spec(k) l’unique point ferme´ de S. La
de´formation formelle miniverselle (R,C) de Ck est alge´brisable : il existe un S-sche´ma
propre et plat C dont le comple´te´ formel pour la topologie mR-adique est le R-sche´ma
formel C. 
Preuve : Le degre´ de ωCk/k est 2p(Ck)− 2 ou` p(Ck) = dimkH
1(Ck,OCk) est le genre
arithme´tique de Ck.
Si p(Ck) ≥ 2, ωCk/k est ample et on peut appliquer directement le the´ore`me
d’alge´brisation de Grothendieck ([Gr 3] The´ore`me (5.4.5)).
Si p(Ck) = 0 ou 1, on fixe arbitrairement un k-point ∞ du lieu de lissite´ de Ck
et un rele`vement de ce k-point en un R-point de C note´ encore ∞. Le OCk -Module
inversible ωCk/k((3− 2p(Ck))[∞]) est ample et on peut appliquer de nouveau the´ore`me
d’alge´brisation de Grothendieck. 
Bien suˆr, le morphisme propre et plat de sche´mas C → S du the´ore`me est projectif et
sa fibre Ct en tout point ge´ome´trique t de S est inte`gre (cf. [Gr 4] The´ore`me (12.2.4)).
PROPOSITION 3.2.3. — Soient Ck une courbe inte`gre et projective sur k, qui n’admet
que des singularite´s planes, et C → S une alge´brisation d’une de´formation formelle
miniverselle de Ck. Alors, le sche´ma C est formellement lisse sur k et la fibre ge´ne´rique
du morphisme C → S est lisse.
Preuve : La premie`re assertion est locale en chaque point singulier c ∈ Ck et re´sulte
imme´diatement des e´critures
Spf(k[[x, y]]/(f)) et Spf(k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck)]]/(f˜))
pour les comple´te´s formels de Ck et C en c, avec
f˜ = f˜(x, y, z) = f(x, y) +
τc(Ck)∑
t=1
ztgt(x, y).
et gτc(Ck) = 1.
Passons a` la deuxie`me assertion. On sait de´ja` que la fibre Cη de C → S au point
ge´ne´rique η de S est ge´ome´triquement inte`gre et donc ge´ne´riquement lisse.
Maintenant, si Cη admettait une singularite´ en un point ferme´ cη, on pourrait localiser
la situation au voisinage du point ferme´ c de Cs qui spe´cialise cη. Pour conclure, il suffit
donc de ve´rifier que, pour f˜ comme ci-dessus, le lieu critique de la projection canonique
(∗) Spf(k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck)]]/(f˜))→ Spf(k[[z1, . . . , zτc(Ck)]]) = S
est fini sur S et son discriminant, c’est-a`-dire l’image dans S du lieu critique, est un ferme´
strict de S.
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Or, le lieu critique de (∗) est le ferme´ de Spf(k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck)]]) d’e´quations
f˜ = ∂xf˜ = ∂y f˜ = 0.
Il est donc bien fini sur S puisque k[[x, y]]/(f, ∂xf, ∂yf) est de dimension finie sur k, et le
discriminant de (∗) est le ferme´ de´fini par le 0-e`me ide´al de Fitting du k[[z1, . . . , zτc(Ck)]]-
module de type fini k[[x, y, z1, . . . , zτc(Ck)]]/(f˜ , ∂xf˜ , ∂yf˜).
Si le discriminant de (∗) e´tait S tout entier, il contiendrait en particulier tout l’axe des
z1. Or la formation de ce discriminant commute a` tout changement de base (cf. [Te 2]
§5). Sa restriction a` l’axe des z1 est donc le discriminant du morphisme
Spf(k[[x, y]])→ Spf(k[[z1]])
qui envoie (x, y) sur z1 = −f(x, y). Mais, il est facile de voir (cf. [Te 2] §2.6) que ce
dernier discriminant est le ferme´ de Spf(k[[z1]]) de´fini par l’e´quation z
µ(f)
1 ou`
µ(f) = dimk(k[[x, y]]/(∂xf, ∂yf)),
d’ou` la conclusion. 
La caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ(RHomOCk (Ω
1
Ck/k
,OCk)), c’est-a`-dire la diffe´-
rence dimk Lie(Autk(Ck)) − τ(Ck), a e´te´ calcule´e par Deligne (cf. [De 2] Proposition
2.32) : on a
(3.2.4) τ(Ck) = 3p(Ck)− 3 + dimk Lie(Autk(Ck)).
Variante 3.2.5 : Fixons un ensemble fini Σ de k-points dans le lieu de non lissite´ de Ck
dont le cardinal est suffisamment grand pour que Homk(Ω
1
Ck/k
(Σ),OCk) = (0). On peut
remplacer C/S par une alge´brisation (CΣ/SΣ) de la de´formation formelle universelle
du couple (Ck,Σ) (il n’y a plus d’automorphismes infinite´simaux et le foncteur des
de´formations est donc pro-repre´sentable). La dimension de SΣ est 3p(Ck) − 3 + |Σ|
et le morphisme naturel SΣ → S est formellement lisse de dimension relative |Σ| −
dimk Lie(Autk(Ck)). 
3.3. Normalisation en famille et constance de l’invariant δ, d’apre`s Teissier
Nous noterons dans la suite πX : X˜ → X le morphisme de normalisation de tout
sche´ma inte`gre X .
Pour toute courbe Cκ ge´ome´triquement inte`gre sur un corps κ, on a la suite exacte
0→ OCκ → πκ,∗OC˜κ
→
⊕
c∈Csingκ
(πκ,∗OC˜κ
/OCκ)c → 0
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ou` Csingκ est le lieu singulier (fini) de Cκ, et on pose
δ(Cκ) =
∑
c∈Cκ
δc(Cκ)
ou`, pour chaque c ∈ Csingκ , δc(Cκ) est la dimension du κ-espace vectoriel (πκ,∗OC˜κ
/OCκ)c.
Soient S un sche´ma local complet, inte`gre et nœthe´rien, de point ferme´ s, ϕ : C → S
une courbe relative plate a` fibres ge´ome´triquement re´duites et D ⊂ C un diviseur effectif
fini et plat sur S tel ϕ soit lisse en dehors du support de D.
Soit a ⊂ OC l’Ide´al annulateur du OC -Module cohe´rent πC,∗OC˜/OC et, pour chaque
t ∈ S, soit at ⊂ OCt l’Ide´al annulateur du OCt -Module cohe´rent πCt,∗OC˜t
/OCt , ou` bien
entendu Ct est la fibre de ϕ en t. Il n’est pas vrai en ge´ne´ral que at soit la restriction de
a a` Ct.
LEMME 3.3.1. — On peut trouver un diviseur effectif D′ ⊂ C, fini et plat sur S, tel
que l’on ait les inclusions
OCt(−D
′
t) ⊂ at ⊂ OCt
quel que soit t ∈ S.
Preuve : Par hypothe`se, on a un diviseur effectif D ⊂ C fini et plat sur S tel que ϕ
soit lisse en dehors du support de D.
Pour chaque point t de S, D induit un diviseur Dt ⊂ Ct et, comme πCt est un
isomorphisme en dehors du support de Dt, le support du ferme´ de Ct de´fini par at est
contenu dans celui de Dt. Il existe donc un entier n ≥ 0 tel que OCt(−nDt) ⊂ at ⊂ OCt ;
notons nt le plus petit entier n ≥ 0 ayant cette proprie´te´.
La fonction S → N, t 7→ nt, est constructible. En effet, par induction nœthe´rienne,
il suffit de montrer que cette fonction est localement constante sur un ouvert dense de
S. Mais cela re´sulte de l’existence d’un ouvert dense normal U de S tel que, pour tout
t ∈ U , πCt soit la fibre en t de πC et at soit la restriction de a a` Ct.
On peut donc choisir un entier n tel que n ≥ nt quel que soit t ∈ S et le diviseur
D′ = nD re´pond a` la question. 
PROPOSITION 3.3.2 (Teissier, [Te 3] I, 1.3.2). — La fonction S → Z, t 7→ δ(Ct), est
semi-continue supe´rieurement. Elle est meˆme constante si l’on suppose de plus que le
morphisme compose´ ϕ˜ = ϕ ◦ πC : C˜ → S est lisse.
Inversement, si S est normal et si la fonction S → Z, t 7→ δ(Ct), est constante sur
S, le morphisme ϕ˜ est lisse.
Chaque fois que le morphisme compose´ ϕ◦πC : C˜ → S sera lisse, on verra le morphisme
de normalisation πC : C˜ → C comme une normalisation en famille de la courbe relative
ϕ : C → S.
Teissier de´montre dans un premier temps le cas particulier plus pre´cis suivant :
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LEMME 3.3.3. — Supposons de plus que S = Spec(V ) soit un trait (V est donc
un anneau de valuation discre`te), de point ge´ne´rique η. Alors, le morphisme compose´
ϕ˜ = ϕ ◦ πC : C˜ → S est plat et on a la relation
δ(Cs)− δ(Cη) = δ((C˜)s) ≥ 0
ou` (C˜)s est la fibre spe´ciale de ϕ˜.
Preuve du lemme 3.3.3 : Il re´sulte du lemme 3.3.1 que l’image re´ciproque de la
restriction de a a` Cs ⊂ C par le morphisme de normalisation πCs : C˜s → Cs est non
nulle. La proprie´te´ universelle de la normalisation πC : C˜ → C nous donne alors une
factorisation
C˜s −→ C˜
πC−−−→C
de C˜s
πCs−−−→Cs ⊂ C, ou ce qui revient au meˆme une factorisation
C˜s
ρ
−−−→ (C˜)s
πC,s
−−−→Cs
de πCs par la fibre spe´ciale πC,s de πC .
Fixons une uniformisante v de V . On ve´rifie que
(v · πC,∗OC˜) ∩ OC = v · OC ,
et donc que le OS-Module cohe´rent πC,∗OC˜/OC est sans v-torsion et que les homomor-
phismes de k-Alge`bres
OCs → (πC,s)∗O(C˜)s
→ πCs,∗OC˜s
correspondant a` la factorisation ci-dessus sont injectifs. On ve´rifie aussi que la fibre
ge´ne´rique πC,η : (C˜)η → Cη de πC est la normalisation de Cη. Par suite, le OS-Module
ϕ∗(πC,∗OC˜/OC) est libre de rang fini e´gal a`
dimκ(s) ϕs,∗((πC,s)∗O(C˜)s
/OCs) = dimκ(s)(ϕ∗(πC,∗OC˜/OC))s
= dimκ(η)(ϕ∗(πC,∗OC˜/OC))η
= dimκ(η) ϕη,∗((πC,η)∗O(C˜)η
/OCη ) = δ(Cη),
le morphisme ϕ˜ est plat, sa fibre spe´ciale (C˜)s est inte`gre, ρ est le morphisme de
normalisation de (C˜)s et on a bien
δ(Cs) = δ((C˜)s) + dimk ϕs,∗((πC,s)∗O(C˜)s
/OCs) = δ((C˜)s) + δ(Cη).

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Preuve de la proposition 3.3.2 : La semi-continuite´ de la fonction t 7→ δ(Ct) dans le cas
ge´ne´ral re´sulte de sa constructibilite´ laisse´e au lecteur (voir la preuve du lemme 3.3.1) et
du cas de´ja` traite´ ou` S est un trait.
Si ϕ˜ est lisse, il re´sulte du lemme 3.3.3 que
δ(Cs)− δ(Cη) = δ((C˜)s) = 0
dans le cas ou` S est un trait. On en de´duit imme´diatement que la fonction t 7→ δ(Ct) est
constante pour S arbitraire.
Inversement, supposons que t 7→ δ(Ct) est constante de valeur δ et fixons un diviseur
effectifD′ ⊂ S comme dans le lemme 3.3.1. Le OS-Module ϕ∗(OC(D
′)/OC) est localement
libre de rang fini d ≥ δ. Soit G → S la grassmannienne des quotients localement libres
de rang d− δ de ce OS-Module. On de´finit une section ensembliste σ : S → G de G sur
S en envoyant le point t sur le conoyau de l’inclusion
Γ(Ct, πCt,∗OC˜t
/OCt) ⊂ Γ(Ct,OCt(D
′
t)/OCt)
(on a OCt(−D
′
t) · πCt,∗OC˜t
⊂ at · πCt,∗OC˜t
⊂ OCt et donc πCt,∗OC˜t
⊂ OCt(D
′
t)).
Soit Z ⊂ G l’ensemble des points σ(t) pour t parcourant S. On ve´rifie par induction
nœthe´rienne (comme dans la preuve du lemme 3.3.1) que l’ensemble Z est constructible.
On ve´rifie aussi que les constructions de F, G et Z commutent aux changements de bases
S′ → S. On ve´rifie enfin, a` l’aide du lemme 3.3.3, que dans le cas ou` S est un trait, Z
est l’image ensembliste d’une section alge´brique de G sur S.
On de´duit de ces proprie´te´s que Z est l’ensemble des points d’un ferme´ re´duit de G,
note´ encore Z, et que la restriction de la projection canonique G→ S a` ce ferme´ est un
home´omorphisme de Z sur S.
Supposons de plus que S soit normal. Cet home´omorphisme est alors ne´cessairement
un isomorphisme et σ est en fait une section alge´brique de G → S. En d’autres termes,
les espaces vectoriels Γ(Ct, πCt,∗OC˜t
/OCt) pour t ∈ S sont les fibres fibre´ vectoriel E de
rang δ sur S qui est un sous-OS -Module localement facteur direct de ϕ∗(OC(D
′)/OC).
Conside´rons maintenant le OC -Module cohe´rent
M = (OC ⊕ OC(D
′))/OC
ou` OC est plonge´ diagonalement dans OC ⊕ OC(D
′). On a d’une part une suite exacte
e´vidente
0→ OC →M→ OC(D
′)/OC → 0.
On a d’autre part le plongement
M →֒ OC(D
′), (f ⊕ f ′) + OC 7→ f − f
′,
que l’on peut composer avec le plongement canonique de OC(D
′) dans l’Anneau total
des fractions KC de OC .
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Notons F ⊂ M l’image re´ciproque de E par la surjection M ։ OC(D
′)/OC . On peut
voir F ⊂ M comme un sous-OC -Module de KC . Comme OCt(−D
′
t) ⊂ at, on ve´rifie
facilement que la restriction de F a` Ct est une sous-OCt -Alge`bre de l’Anneau total des
fractions KCt de OCt quel que soit t ∈ S. Il s’en suit que F est une sous-OC -Alge`bre de
KC , et donc que
OC ⊂ F ⊂ πC,∗OC˜ ⊂ KC
puisque πC,∗OC˜ est la cloˆture inte´grale de OC dans KC et que F est e´videmment un
OC -Module cohe´rent.
Comme on l’a vu au cours de la preuve du lemme 3.3.3, pour chaque t ∈ S, on a les
inclusions
OCt ⊂ (πC,t)∗O(C˜)t
⊂ πCt,∗OC˜t
⊂ KCt
et donc (πC,t)∗O(C˜)t
est contenu dans la restriction de F a` Ct. Il s’en suit que πC,∗OC˜ ⊂
F ⊂ KC et donc que F = πC,∗OC˜ .
Comme OC et OC(D
′)/OC sont S-plats, il en est de meˆme de M. De plus, comme E
est aussi S-plat, il en est de meˆme de F = πC,∗OC˜ . On a donc bien montre´ que ϕ˜ est plat
et qu’en outre
(C˜)t = C˜t
pour tout t ∈ S. 
COROLLAIRE 3.3.4. — Les points t ∈ S pour lesquels δ(Ct) = δ(Cs) sont les points
points d’un ferme´ re´duit Sδ ⊂ S, la strate a` δ-constant.
La courbe plate relative C
S˜δ
= S˜δ×S C → S˜δ de´duite de ϕ : C → S par le changement
de base par le morphisme
S˜δ ։ Sδ →֒ S,
compose´ du morphisme de normalisation πSδ de S
δ et de l’inclusion de Sδ dans S, admet
une normalisation en famille πC
S˜δ
: C˜
S˜δ
→ C
S˜δ
. 
3.4. La strate a` δ constant
Soit A = k[[x, y]]/(f) l’anneau formel d’un germe de courbe plane a` singularite´ isole´e
(le k-espace vectoriel k[[x, y]]/(f, ∂xf, ∂yf) est donc suppose´ de dimension finie).
On note K l’anneau total des fractions de A et A˜ ⊂ K la normalisation de A dans
K. On peut de´composer K en un produit fini de corps K =
∏
i∈I Ki et A˜ en le produit
correspondant d’anneaux inte`gres A˜ =
∏
i∈I A˜i. On pose δ(A) = dimk(A˜/A).
On fixe dans la suite une uniformisante ti de A˜i pour chaque i ∈ I, de sorte que
A˜i = k[[ti]]. Le plongement A →֒ A˜ est donne´ par une famille de couples (xi(ti), yi(ti)) ∈
k[[ti]]
2 indexe´e par i ∈ I.
On rappelle (cf. [A-K 1], Chapter 8) que :
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- le module dualisant ωA est le A-module libre de rang 1 de´fini par
ωA = Ext
1
k[[x,y]](A, ωk[[x,y]])
ou` ωk[[x,y]] = Ω
2
k[[x,y]]/k est un k[[x, y]]-module libre de rang 1,
- pour tout A-module M et tout entier i, on a un isomorphisme canonique de A-
modules
ExtiA(M,ωA)
∼= Exti+1k[[x,y]](M,ωk[[x,y]])
ou`M est vu comme un k[[x, y]]-module via l’e´pimorphisme canonique k[[x, y]]։ A,
- le module dualisant ωA est donne´ concre`tement par
ωA = A
dx∧dy
df
= A dx
∂yf
= A
(
− dy
∂xf
)
⊂ Ω1K/k,
et aussi par
ωA = {α ∈ Ω
1
K/k | Res(Aα) = (0)}
ou`
Res =
∑
i∈I
Resi : Ω
1
K/k =
⊕
i∈I
Ω1Ki/k → k, ⊕i∈Iai(ti)
dti
ti
→
∑
i∈I
ai(0),
est la somme des homomorphismes re´sidus,
- on a
ω
A˜
= Ω1
A˜/k
⊂ ωA
et l’accouplement
(A˜/A)× (ωA/ωA˜)→ k, (a˜+A, α+ ωA˜)→ Res(a˜α),
est un accouplement parfait entre deux k-espaces vectoriels de dimension δ(A),
- le conducteur
a = {a ∈ A | aA˜ ⊂ A}
est aussi le conducteur
a = {a ∈ A | aωA ⊂ ωA˜}.
En particulier, on a :
LEMME 3.4.1. — L’ide´al de A engendre´ par les classes de ∂xf et ∂yf modulo (f) est
contenu dans le conducteur a. 
On conside`re maintenant le foncteur de de´formations
DeftopA : Artk → Ens
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(cf. 3.1) et on s’inte´resse plus particulie`rement aux de´formations de A a` δ constant.
Pour cela, on va e´tudier les de´formations de l’homomorphisme de k-alge`bres A →֒ A˜. On
conside`re donc le foncteur
Deftop
A→֒A˜
: Artk → Ens
qui envoie R ∈ obArtk sur l’ensemble des classes d’isomorphie d’homomorphismes de
R-alge`bres
AR → A˜R
dont la re´duction modulo mR est l’inclusion A ⊂ A˜, ou` AR est une de´formation plate
sur R de A et A˜R est une de´formation plate sur R de A˜. On a bien suˆr un morphisme
d’oubli
Deftop
A→֒A˜
→ DeftopA .
LEMME 3.4.2. — Tout homomorphisme de R-alge`bres (AR → A˜R) ∈ Def
top
A→֒A˜
(R) est
ne´cessairement injectif et son conoyau est automatiquement R-plat.
Preuve : Notons NR, IR et CR les noyau, image et conoyau de l’homomorphisme
AR → A˜R. On a les suites exactes
0→ TorR1 (CR, k)→ IR ⊗R k → A˜R ⊗R k → CR ⊗R k → 0
et
0→ TorR1 (IR, k)→ NR ⊗R k → AR ⊗R k → IR ⊗R k → 0
et l’homomorphisme compose´
AR ⊗R k ։ IR ⊗R k → A˜R ⊗R k
est par hypothe`se l’inclusion A ⊂ A˜ ; par suite, la surjection AR ⊗R k ։ IR ⊗R k
est ne´cessairement un isomorphisme, la fle`che IR ⊗R k → A˜R ⊗R k est injective et
TorR1 (CR, k) = (0), de sorte que CR est bien R-plat ; mais alors IR est aussi R-plat
puisque A˜R l’est, et on a NR ⊗R k = (0). Il s’en suit que NR = (0) et le lemme est
de´montre´. 
LEMME 3.4.3. — Soit M un A-module de type fini sans torsion. On a
ExtiA(M,A) = (0), ∀i 6= 0,
et il existe un entier n ≥ 0 tel que M , vu comme k[[x, y]]-module via l’e´pimorphisme
canonique k[[x, y]]։ A, admette une re´solution
0→ k[[x, y]]n → k[[x, y]]n →M → 0.
Si on suppose de plus que M est de rang ge´ne´rique 1, il existe meˆme un tel entier
n ≤ δ(A) + 1.
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Preuve : Comme le A-module ωA est libre de rang 1, pour tout A-module M on a
ExtiA(M,A)
∼= ExtiA(M,ωA)
∼= Exti+1k[[x,y]](M,ωk[[x,y]])
et, comme la k-alge`bre k[[x, y]] est re´gulie`re de dimension 2, il s’en suit que
ExtiA(M,A) = (0)
quel que soit i 6= 0, 1. Si M est sans torsion, on a de plus la suite exacte
Ext1A(K ⊗A M,A)→ Ext
1
A(M,A)→ Ext
2
A(K ⊗A M/M,A)
ou`
Ext1A(K ⊗A M,A)
∼= Ext1K(K ⊗A M,K) = (0)
et Ext2A(K ⊗A M/M,A) = (0), et donc on a aussi Ext
1
A(M,A) = (0) et a fortiori
Ext2k[[x,y]](M, k[[x, y]])
∼= Ext2k[[x,y]](M,ωk[[x,y]]) = (0).
Par suite, siM est de type fini et sans torsion, le noyau de tout e´pimorphisme de k[[x, y]]-
modules k[[x, y]]n։M est ne´cessairement libre de rang fini et donc non canoniquement
isomorphe a` k[[x, y]]n puisqu’en tant que k[[x, y]]-module, M est de rang ge´ne´rique 0.
Montrons enfin que, si M un A-module de type fini, sans torsion et de rang ge´ne´rique
1,M peut eˆtre engendre´ par δ(A)+1 e´le´ments. Comme A˜⊗AM est un A˜-module libre de
rang 1 et que l’homomorphisme canonique M → A˜⊗A M est injectif, on peut supposer
M ⊂ A˜ et que A˜M = A˜. Mais alors, M contient au moins un e´le´ment inversible m de A˜
et, a` isomorphisme pre`s, on peut supposer que m = 1, c’est-a`-dire que
A ⊂M ⊂ A˜.
Sous ces conditions, on a dimk(M/A) ≤ δ(A) et on conclut en remarquant que M est
engendre´ sur A par {1, m1, . . . , mn} ou` {m1, . . . , mn} ⊂M repre´sente une base de M/A
sur k. 
Conside´rons maintenant les foncteurs
Deftopk[[x,y]]։A, Def
top
k[[x,y]]→A˜
: Artk → Ens
qui envoie R ∈ obArtk sur l’ensemble des classes d’isomorphie d’homomorphismes de
R-alge`bres
R[[x, y]]→ AR et R[[x, y]]→ A˜R
dont les re´ductions modulo mR sont l’e´pimorphisme canonique k[[x, y]] ։ A et
l’homomorphisme compose´ k[[x, y]] ։ A →֒ A˜, ou` bien entendu AR et A˜R sont des
de´formations plates sur R de A et A˜ respectivement. On remarque que R[[x, y]] → AR
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est automatiquement un e´pimorphisme d’apre`s le lemme de Nakayama. On a les mor-
phismes de foncteurs e´vidents
Deftop
A→֒A˜y
Deftopk[[x,y]]։A −−−→ Def
top
A
et on pose
Deftop
k[[x,y]]։A→֒A˜
= Deftopk[[x,y]]։A×DeftopA
Deftop
A→֒A˜
.
Le foncteur DeftopA , le morphisme de foncteurs Def
top
k[[x,y]]։A → Def
top
A et donc aussi le
foncteur Deftopk[[x,y]]։A, sont formellement lisses.
THE´ORE`ME 3.4.4. — Le morphisme de composition Deftop
k[[x,y]]։A→֒A˜
→ Deftop
k[[x,y]]→A˜
est un isomorphisme.
Preuve : Nous allons expliciter un inverse pour ce morphisme de composition. Suivant
une suggestion de J.-B. Bost, nous utiliserons pour cela un cas tre`s simple de la
construction 〈〈Div 〉〉 de Mumford (cf. [M-F] Chapter 5, §3).
Soit R[[x, y]] → A˜R une de´formation de k[[x, y]] → A˜. On voit A˜ et A˜R comme des
modules sur k[[x, y]] et R[[x, y]] a` l’aide de ces homomorphismes. Fixons arbitrairement
une re´solution
0→ k[[x, y]]n
F
−−−→ k[[x, y]]n → A˜→ 0
de A˜ en tant que k[[x, y]]-module (il en existe d’apre`s le lemme pre´ce´dent). Si F ∗ est la
matrice des co-facteurs de F , on a F ∗F = FF ∗ = detF et detF annule A˜. Inversement
si une fonction g ∈ k[[x, y]] annule A˜, c’est-a`-dire est telle que gk[[x, y]]n ⊂ Fk[[x, y]]n, il
existe une matrice carre´e G de taille n× n a` coefficient dans k[[x, y]]n telle que g = FG
et gn = detF · detG. Comme k[[x, y]] est re´duit, il s’en suit que detF et f engendre le
meˆme ide´al de k[[x, y]] et que l’on peut demander de plus que detF = f .
Comme A˜R est plat sur R, on peut relever la re´solution ci-dessus en une re´solution
0→ R[[x, y]]n
FR−−−→R[[x, y]]n → A˜R → 0.
En conside´rant la matrice des co-facteurs de FR, on montre comme ci-dessus que
fR = detFR dans le noyau de l’homomorphisme R[[x, y]] → A˜R, ou ce qui revient au
meˆme que l’on a une factorisation
R[[x, y]]։ R[[x, y]]/(fR)→ A˜R
47
qui rele`ve la factorisation k[[x, y]] ։ A →֒ A˜. Alors, AR := R[[x, y]]/(fR) est un
rele`vement plat sur R de A et la fle`che AR → A˜R est ne´cessairement injective (a`
conoyau R-plat) d’apre`s le lemme 3.4.2. La factorisation R[[x, y]] ։ AR →֒ A˜R est
donc la factorisation canonique par l’image et la construction de Mumford produit bien
un inverse au morphisme de foncteurs Deftop
k[[x,y]]։A→֒A˜
→ Deftop
k[[x,y]]→A˜
. 
Si J est un ide´al de carre´ nul dans R ∈ obArtk et si R = R/J , il n’y a pas d’obstruction
a` relever un homomorphisme de R-alge`bres R[[x, y]]→ A˜R en un homomorphisme de R-
alge`bres R[[x, y]]→ A˜R. En particulier, le foncteur Def
top
k[[x,y]]→A˜
est formellement lisse et
son espace tangent est le k-espace vectoriel A˜⊕ A˜. Le the´ore`me admet donc le corollaire
suivant :
COROLLAIRE 3.4.5. — Le foncteur Deftop
k[[x,y]]→A→֒A˜
, et donc aussi le foncteur Deftop
A→֒A˜
,
est formellement lisse.

Remarque 3.4.6 : En e´valuant l’isomorphisme du the´ore`me sur R = k[ε] avec ε2 = 0,
on trouve que, pour tout (x˙(ti), y˙(ti))i∈I ∈
∏
i∈I(k[[ti]] × k[[ti]]) = A˜ ⊕ A˜, il existe
f˙(x, y) ∈ k[[x, y]] tel que
(f + εf˙)(x(ti) + εx˙(ti), y(ti) + εy˙(ti)) ≡ 0, ∀i ∈ I,
c’est-a`-dire tel que
f˙(x(ti), y(ti)) + ∂xf(x(ti), y(ti))x˙(ti) + ∂yf(x(ti), y(ti))y˙(ti) ≡ 0, ∀i ∈ I,
ce qui est une reformulation du lemme 3.4.1. 
Nous allons maintenant de´terminer l’espace tangent au foncteur Deftop
A→֒A˜
. Plus
ge´ne´ralement e´tudions le proble`me de rele`vement d’une de´formation AR → A˜R de A →֒ A˜
sur R = R/J , ou` J est un ide´al de carre´ nul dans R, en une de´formation AR → A˜R de
A →֒ A˜ sur R.
Commenc¸ons par fixer un rele`vement R-plat A˜R de A˜R sur R. On a donc un diagramme
R ։ Ry
ARy
A˜R −−−→ A˜R
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que l’on cherche a` comple´ter en un diagramme
R ։ Ry y
AR ։ ARy y
A˜R ։ A˜R
ou` AR est une de´formation plate de AR sur R. D’apre`s Illusie ([Il] Chapitre III, §2.3),
ce proble`me de rele`vement est controˆle´ par un complexe T qui s’inse`re dans un triangle
distingue´
T → RHomA
R
(LA
R
/R, J ⊗R AR)→ RHomA˜
R
(A˜R ⊗AR LAR/R
, J ⊗R A˜R)→
ou` LA
R
/R est le complexe cotangent de la R-alge`bre AR. Plus pre´cise´ment, il y a une
obstruction a` relever dans H2(T ) et, si cette obstruction est nulle, l’ensemble des classes
d’isomorphie de rele`vements est un torseur sous H1(T ) et le groupe des automorphismes
d’un rele`vement donne´ s’identifie canoniquement a` H0(T ). Comme la de´formation plate
AR de A sur R est ne´cessairement de la forme AR = R[[x, y]]/(fR) pour fR ∈ R[[x, y]],
le complexe cotangent
LA
R
/R = [AR → ARdx⊕ ARdy]
est concentre´ en degre´s [−1, 0] et son unique diffe´rentielle non triviale envoie 1 sur
dfR = (∂xfR)dx ⊕ (∂yfR)dy. Comme de plus la fle`che AR → A˜R est ne´cessairement
injective a` conoyau R-plat d’apre`s le lemme 3.4.2, le complexe
T = [J ⊗R (A˜R/AR)∂x ⊕ J ⊗R (A˜R/AR)∂y → J ⊗R (A˜R/AR)]
est concentre´ en degre´s [1, 2] et son unique diffe´rentielle envoie a˜∂x ⊕ b˜∂y sur a˜∂xfR +
b˜∂yfR. On a donc H
0(T ) = (0) et la suite exacte
0→ H1(T )→ J ⊗R (A˜R/AR)∂x ⊕ J ⊗R (A˜R/AR)∂y → J ⊗R (A˜R/AR)→ H
2(T )→ 0.
L’obstruction au rele`vement se calcule comme suit. On se donne des rele`vements
arbitraires fR ∈ R[[x, y]] de fR et R[[x, y]] → A˜R de l’homomorphisme de R-alge`bres
compose´ R[[x, y]]։ AR →֒ A˜R. Alors l’image de fR par l’homomorphisme de R-alge`bres
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R[[x, y]]→ A˜R est dans JA˜R ⊂ A˜R. L’obstruction cherche´e est l’image de l’e´le´ment ainsi
construit de JA˜R par l’e´pimorphisme compose´
JA˜R ∼= J ⊗R A˜R ։ J ⊗R (A˜R/AR)։ H
2(T ).
Bien entendu, cette obstruction ne de´pend pas des choix faits et elle est nulle d’apre`s le
corollaire 3.4.5.
En particulier, l’espace tangent relatif au morphisme de foncteurs Deftop
A˜
→ Deftop
A→֒A˜
est le noyau de l’application k-line´aire
(A˜/A)∂x ⊕ (A˜/A)∂y → (A˜/A), a˜∂x ⊕ b˜∂y 7→ a˜∂xf + b˜∂yf,
application qui est identiquement nulle d’apre`s le lemme 3.4.1. Cet espace tangent est
donc e´gal au k-espace vectoriel (A˜/A)∂x ⊕ (A˜/A)∂y de dimension 2δ(A).
Comme A˜ =
∏
i∈I k[[ti]], le foncteur Def
top
A˜
est trivial. Plus pre´cise´ment, toute
de´formation plate de A˜ sur R ∈ obArtk est isomorphe a`
∏
i∈I R[[ti]] et, en termes
de rele`vements, pour tout ide´al J de carre´ nul dans R et pour R = R/J , il n’y a pas
d’obstruction a` relever A˜R =
∏
i∈I R[[ti]] a` R, il n’y a qu’une seule classe d’isomorphie
de tels rele`vements, a` savoir celle de A˜R =
∏
i∈I R[[ti]], et le groupe des automorphismes
d’un rele`vement arbitraire dans cette classe est le groupe
Hom
A˜
R
(Ω1
A˜
R
/R
, J ⊗R A˜R) =
∏
i∈I
(J ⊗R R[[ti]])∂ti .
On a donc montre´ :
PROPOSITION 3.4.7. — Soient R ∈ obArtk, J ⊂ R un ide´al de carre´ nul et R = R/J .
(i) Tout objet AR →֒ A˜R de Def
top
A→֒A˜
(R) est de la forme
R[[x, y]]/(fR) →֒
∏
i∈I
R[[ti]], x 7→ (xR,i(ti))i∈I , y 7→ (yR,i(ti))i∈I ,
pour des se´ries fR ∈ R[[x, y]] et xR,i(ti), yR,i(ti) ∈ R[[ti]], qui rele`vent les se´ries f et
xi(t), yi(t), et qui ve´rifient bien suˆr
fR(xR,i(ti), yR,i(ti)) ≡ 0, ∀i ∈ I.
(ii) Soit (AR →֒ A˜R) ∈ Def
top
A→֒A˜
(R) isomorphe a`
R[[x, y]]/(fR) →֒
∏
i∈I
R[[ti]], x 7→ (xR,i(ti))i∈I , y 7→ (yR,i(ti))i∈I .
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Il n’y a pas d’obstruction a` relever cet objet a` R, l’ensemble des classes d’isomorphie des
rele`vements est le conoyau de la fle`che⊕
i∈I
(J ⊗R R[[ti]])∂ti → Ker(J ⊗R (A˜R/AR)∂x ⊕ J ⊗R (A˜R/AR)∂y → J ⊗R (A˜R/AR))
qui envoie ⊕i∈Iai(ti)∂ti sur(
(ai(ti)(∂tixR,i)(ti))i∈I + J ⊗R AR
)
∂x ⊕
(
(ai(ti)(∂tiyR,i)(ti))i∈I + J ⊗R AR
)
∂y
et que le groupe des automorphismes d’un rele`vement arbitraire dans cette classe est son
noyau. 
COROLLAIRE 3.4.8. — L’espace tangent au foncteur formellement lisse Deftop
A→֒A˜
est le
conoyau de l’application k-line´aire⊕
i∈I
k[[ti]]∂ti → (A˜/A)∂x ⊕ (A˜/A)∂y
qui envoie ⊕i∈Iai(ti)∂ti sur(
(ai(ti)(∂tixi)(ti))i∈I + A
)
∂x ⊕
(
(ai(ti)(∂tiyi)(ti))i∈I + A
)
∂y.
De plus, l’application tangente au morphisme de foncteur Deftop
A→֒A˜
→ DeftopA est
induite par l’application k-line´aire
(A˜/A)∂x ⊕ (A˜/A)∂y → A/(∂xf, ∂yf)
qui envoie la classe d’un e´le´ment a˜∂x ⊕ b˜∂y ∈ A˜∂x ⊕ A˜∂y sur la classe de l’e´le´ment
−(a˜∂xf + b˜∂yf) ∈ A ⊂ A˜.

L’e´nonce´ suivant est duˆ a` Diaz et Harris Il devrait eˆtre ve´rifie´ pour k de caracte´ristique
arbitraire. Faute de re´fe´rence nous nous limiterons a` la caracte´ristique nulle.
THE´ORE`ME 3.4.9 (Diaz et Harris, [D-H] Proposition (4.17) et Theorem (4.15)). —
Supposons de plus que k est de caracte´ristique nulle. Alors, le morphisme de k-sche´mas
formels Deftop
A→֒A˜
→ DeftopA est fini, son image sche´matique
Deftop,δA ⊂ Def
top
A
est une ferme´ inte`gre de codimension δ(A) et le morphisme canonique Deftop
A→֒A˜
→
Deftop,δA est le morphisme de normalisation.
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De plus, le coˆne tangent de Deftop,δA est le sous-k-espace vectoriel
V (A) = a/(∂xf, ∂yf) ⊂ A/(∂xf, ∂yf) = Def
top
A (k[ε])
de l’espace tangent de DeftopA , ou` a ⊂ A est le conducteur du normalise´ A˜ de A dans A
(cf. Lemme 3.4.1). 
Soient maintenant Ck une courbe projective, inte`gre et a` singularite´s planes isole´es sur
k, et ϕ : C → S une alge´brisation d’une de´formation formelle miniverselle de Ck comme
dans la section 3.2. Toutes les fibres de ϕ sont ge´ome´triquement inte`gre et le lieu singulier⋃
t∈S C
sing
t est fini sur S. On peut donc appliquer le corollaire 3.3.4 a` cette courbe et on
obtient la strate a` δ contant
Sδ ⊂ S.
Pour chaque point singulier c de Ck, on peut aussi conside´rer une de´formation
miniverselle Cc = Spf(Ac) → Sc = Spf(Rc) de Cc,s = Spf(ÔCk,c). Il re´sulte du the´ore`me
3.1.3 que l’on a un morphisme canonique formellement lisse
S→
∏
c∈Csing
k
Sc
ou` S = Spf(OS,s) est le comple´te´ de S en son point ferme´ s.
Pour chaque c ∈ Csingk , soit
Sδc ⊂ Sc
la strate a` δ constant.
LEMME 3.4.10. — Le comple´te´ de Sδ au point ferme´ s est le ferme´ de S image re´ciproque
du ferme´
∏
c∈Csing
k
Sδc de
∏
c∈Csing
k
Sc par le morphisme canonique ci-dessus. 
L’e´nonce´ suivant est une variante globale du the´ore`me 3.4.9. Tout comme ce dernier
the´ore`me, il devrait eˆtre ve´rifie´ pour k de caracte´ristique arbitraire. Faute de re´fe´rence
nous nous limiterons de nouveau a` la caracte´ristique nulle. La dernie`re assertion est bien
connue mais ne semble eˆtre de´montre´e nulle part ; elle re´sulte du the´ore`me (1.3) de [D-H]
dans le cas ou` Ck est une courbe plane.
THE´ORE`ME 3.4.11 (Diaz et Harris). — Supposons de plus que k est de caracte´ristique
nulle. Alors, la strate Sδ est irre´ductible de codimension dans S e´gale a` δ(Ck). Le sche´ma
normalise´ de Sδ est formellement lisse sur k.
De plus, le coˆne tangent a` l’origine de Sδ est le sous-k-espace vectoriel
V (Ck) ⊂ TsS
de l’espace tangent a` l’origine s de S obtenu par image inverse du sous-k-espace vectoriel⊕
c∈Csing
k
V (ÔCs,c) ⊂
⊕
c∈Csing
k
Deftop
ÔCs,c
(k[ε])
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par l’e´pimorphisme naturel TsS ։
⊕
c∈Csing
k
Deftop
ÔCs,c
(k[ε]).
En outre, la fibre de C → S en tout point ge´ome´trique ge´ne´rique de Sδ ⊂ S est une
courbe n’ayant comme seules singularite´s que δ(Ck) points doubles ordinaires. 
4. 〈〈DE´FORMATIONS 〉〉 DES FIBRES DE SPRINGER
4.1. Retour aux fibres de Springer
Revenons a` la situation de la premie`re partie. On rappelle (cf. §2.1) qu’on a introduit
une courbe inte`gre, projective C = CI sur k qui n’a qu’un seul point singulier c = cI
pour lequel le comple´te´ ÔC,c de l’anneau local de C en c est isomorphe a`
AI ∼= OF [γI ] ∼= k[[̟F , T ]]/(PI(T )).
Par hypothe`se de se´parabilite´ de PI(T ), on sait que l’ide´al
(∂TPI(T ), PI(T )) ⊂ k[[̟F ]][T ]
est de codimension finie. Il en est donc de meˆme des ide´aux
(∂TPI(T ), PI(T )) et (∂̟FPI(T ), ∂TPI(T ), PI(T )) ⊂ k[[̟F , T ]].
On supposera dans la suite que l’ide´al
(∂̟FPI(T ), ∂TPI(T )) ⊂ k[[̟F , T ]]
est lui aussi de codimension finie (comme on l’a de´ja` dit, cette hypothe`se est automa-
tiquement ve´rifie´e si k est de caracte´ristique nulle).
Par construction la courbe C est muni d’un point ∞ dans son lieu de lissite´ et la
normalise´e C˜ de C est identifie´e a` la droite projective P1k de telle sorte que ∞ soit le
point a` l’infini (cf. la preuve de la proposition 2.1.1).
LEMME 4.1.1. — Supposons de plus que C n’est pas lisse en c et que la caracte´ristique
de k est > |I|. Alors, le k-sche´ma en groupes des automorphismes (C,∞) sur k est soit
fini, soit isomorphe a` Gm,k.
Preuve : Tout automorphisme g de (C,∞) induit un automorphisme de C˜ = P1k qui
fixe le point a` l’infini et {c˜i | i ∈ I} ⊂ C˜ dans son ensemble. Par suite, Autk(C,∞) est
un sous-k-sche´ma en groupes ferme´ du sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supe´rieures dans PGL(2). De plus, la puissance g|I|! de g fixe chacun des c˜i. Par suite, si
|I| ≥ 2, g|I|! est ne´cessairement l’identite´ et Autk(C,∞) est un k-sche´ma en groupes fini
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d’ordre premier a` la caracte´ristique de k, et si |I| = 1, Autk(C,∞) est un sous-k-sche´ma
en groupes du tore maximal diagonal Gm ⊂ PGL(2) 
On s’inte´resse de nouveau a` la fibre de Springer X = XI et a` son quotient Z = ZI
par le re´seau Λ0 = Λ0I .
On a vu d’une part que Z est naturellement home´omorphe au k-sche´ma de Picard
compactifie´ P = P I et que le reveˆtement X → Z provient d’un reveˆtement P
♮
= P
♮
I →
P . On a vu d’autre part comment de´former la courbe C. On se propose maintenant
d’utiliser les de´formations de C pour de´former P , et aussi d’une certaine manie`re P
♮
.
On note dore´navant les objets ci-dessus par Xs = XI,sI , Zs = ZI,sI , Λ
0
s = Λ
0
I,sI
,
Cs = CI,sI , ∞s =∞, Ps = PI,sI , P s = P I,sI , ..., ce qui libe`re les notation X, Z, Λ, C,
∞, P , P , ... que nous allons pouvoir utiliser pour les de´formations de ces meˆmes objets.
Ainsi, on note simplement (C = CI ,∞ = ∞I) → SI = S une alge´brisation de la
de´formation miniverselle (presque universelle compte tenu du lemme 4.1.1) de (Cs,∞s)
et s = sI est l’unique point ferme´ de S. Le sche´ma S est le spectre d’une k-alge`bre
de se´ries formelles en τ(Cs,∞s) variables, ou` τ(Cs,∞s) est la dimension sur k de
Ext1Cs(Ω
1
Cs/k
(∞s),OCs). La courbe relative C est projective et plate, ∞ est une section
dans C/S a` image contenue dans le lieu de lissite´ et toutes les fibres ge´ome´triques Ct
(t un point ge´ome´trique de S) sont inte`gres et a` singularite´s planes. La fibre ge´ne´rique
ge´ome´trique de C → S est lisse (cf. Proposition 3.2.3).
Soient P = PI ⊂ P I = P les sche´mas de Picard et de Picard compactifie´ de C/S. On
rappelle que P parame`tre les classes de OC -Modules plats sur S qui sont fibre a` fibre sans
torsion et de rang ge´ne´rique 1, et que P est l’ouvert de P forme´ des classes de Modules
inversibles.
Les sche´mas P et P sont purement de dimension relative δI sur S, re´unions disjointes
de composantes connexes P d = P dI ⊂ P
d
I = P
d, respectivement quasi-projectives et
projectives sur S. Les fibres P dt et P
d
t de P
d → S et P d → S en tout point ge´ome´trique t
de S sont les composantes de degre´ d des sche´mas de Picard et de Picard compactifie´ de
la fibre Ct de C → S en t ; chaque P
d
t est inte`gre et localement d’intersection comple`te,
d’apre`s le the´ore`me de Rego et Altman, Iarrobino et Kleiman (cf. The´ore`me 2.1.2).
THE´ORE`ME 4.1.2 (Fantechi, Go¨ttsche et van Straten ; [F-G-S] Corollary B.2). — Le
sche´ma P est re´gulier (formellement lisse sur k) et la fibre spe´ciale P s de P → S est
localement d’intersection comple`te dans P .
Pour prouver ce the´ore`me, Fantechi, Go¨ttsche et van Straten conside`rent le foncteur
des de´formations
DefCs,Ms : Artk → Ens
du couple (Cs,Ms) ou` Ms est un OCs -Module cohe´rent sans torsion de rang ge´ne´rique 1,
et sa variante locale
Deftop
ÔCs,c,M̂s,c
: Artk → Ens
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en l’unique point singulier c de Cs. On a le carre´ commutatif de morphismes naturels de
foncteurs
DefCs,Ms −−−→ Def
top
ÔCs,c,M̂s,cy + y
DefCs −−−−→ Def
top
ÔCs,c
et il est facile de ve´rifier :
LEMME 4.1.3. — Le morphisme de foncteurs
DefCs,Ms → DefCs ×Deftop
ÔCs,c
Deftop
ÔCs,c,M̂s,c
induit par le diagramme ci-dessus est formellement lisse. 
Le the´ore`me re´sulte donc de la proposition suivante :
PROPOSITION 4.1.4. — Soient f ∈ (x, y) ⊂ k[[x, y]] tel que l’ide´al (∂xf, ∂yf) soit
de codimension finie dans k[[x, y]], A = k[[x, y]]/(f) et M un A-module de type fini,
sans torsion et de rang ge´ne´rique 1. Alors, le foncteur des de´formations DeftopA,M est
formellement lisse sur k
Preuve : D’apre`s le lemme 3.4.3,M admet, en tant que k[[x, y]]-module, une re´solution
0→ k[[x, y]]n
F
−−−→ k[[x, y]]n →M → 0
ou` n ∈ {1, . . . , δ(A) + 1} et F est une matrice carre´ de taille n × n a` coefficients dans
k[[x, y]]. En raisonnant comme dans la preuve du the´ore`me 3.4.4 avec la matrice des
co-facteurs de F , on peut exiger de plus que le de´terminant detF est e´gal a` f .
Toute de´formation topologique (R-plate) MR du k[[x, y]]-module M sur R ∈ obArt
peut-eˆtre obtenue en de´formant la matrice F en une matrice carre´e FR de taille n× n a`
coefficients dans R[[x, y]] = R⊗k k[[x, y]], de telle sorte que MR admette la pre´sentation
0→ R[[x, y]]n
FR−−−→R[[x, y]]n →MR → 0.
Pour une telle de´formation topologique MR de M en tant que k[[x, y]]-module,
la R-alge`bre quotient AR = R[[x, y]]/(detFR) est une de´formation topologique de
A sur R et MR est de manie`re e´vidente un AR-module sans torsion. Si maintenant
BR = R[[x, y]]/(gR) est une autre de´formation plate de A sur R telle que gRMR = (0),
alors on a gR = hR detFR ou` hR ∈ R[[x, y]] est congru modulo l’ide´al maximal de R a` un
e´le´ment inversible de k[[x, y]] et est donc inversible dans R[[x, y]], de sorte que BR = AR.
55
Si DeftopF : Artk → Ens est le foncteur des de´formations de la matrice F ci-dessus, on
a donc construit un morphisme formellement lisse de foncteurs
DeftopF → Def
top
A,M , FR 7→ (R[[x, y]]/(detFR),Coker(FR)).
Comme le foncteur DeftopF est trivialement formellement lisse sur k, la proposition s’en
suit. 
Le re´sultat suivant ge´ne´ralise le the´ore`me 4.1.2.
THE´ORE`ME 4.1.5 (Fantechi, Go¨ttsche, van Straten ; [F-G-S] Corollary B.3). — Soit
CT → T une courbe relative de base T ∼= Spec(k[[t1, . . . , tm]]) qui provient de la courbe
universelle C → S par un changement de base local T → S. Alors, le T -sche´ma
PT = T ×S P
de Picard compactifie´ de CT /T est re´gulier (formellement lisse sur k) si et seulement si
l’espace tangent a` l’origine de T est transverse au sous-espace V (Ck) ⊂ TsS de l’espace
tangent a` l’origine de S introduit dans le the´ore`me 3.4.11.
Preuve : Reprenons les notations de la proposition 4.1.4 et de sa preuve. On a un
morphisme d’oubli
DeftopA,M → Def
top
A
et il suffit de de´montrer que l’image de l’application tangente a` ce morphisme contient
le sous-espace V (A) de l’espace tangent a` DeftopA (cf. 3.4.9).
L’image de cette application tangente est le quotient I/(f, ∂xf, ∂yf) ou` I ⊂ k[[x, y]]
est l’ide´al engendre´e par les entre´es de la matrice F ∗ des co-facteurs de F puisque l’on a
det(F + εEij) = detF + εF ∗ji
quels que soient 0 ≤ i, j ≤ n, ou` Eij est la matrice e´le´mentaire dont l’entre´e (i, j) est
e´gale a` 1 et dont toutes les autres entre´es sont nulles.
Or, le A-module M = Coker(F ) admet la re´solution pe´riodique, de pe´riode 2,
· · ·
F
−−−→An
F ∗
−−−→An
F
−−−→An →M → 0,
et M est encore e´gal a`
M = Ker(F ) = Im(F ∗).
Comme on a Ext1A(N,A) = (0) pour tout A-module sans torsion N , le morphisme
HomA(F
∗, A) admet la factorisation canonique
HomA(A
n, A)։ HomA(M,A) →֒ HomA(A
n, A)
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et l’image I/(f) de I dans A est e´gale a` l’ide´al engendre´ par les ϕ(m) pour ϕ parcourant
HomA(M,A) et m parcourant M .
Mais, a` isomorphisme pre`s, on peut supposer que A ⊂M ⊂ A˜ (cf. la preuve du lemme
3.4.3), et alors il est clair que
{ϕ(m) | ϕ ∈ HomA(M,A), m ∈M} ⊃ a,
ce qui termine la preuve du the´ore`me. 
4.2. Application a` la purete´ dans le cas homoge`ne
Soient m > n ≥ 1 premiers entre eux. On suppose que m! est inversible dans k. On
conside`re la fibre de Springer X associe´e a` l’extension totalement ramifie´e F ⊂ E de degre´
n de´finie par ̟F = ̟
n
E et a` l’e´le´ment γ = ̟
m
E , ou encore celle associe´e a` l’extension
totalement ramifie´e F ⊂ E de degre´ m de´finie par ̟F = ̟
m
E et a` l’e´le´ment γ = ̟
n
E.
Dans les deux cas, le germe formel de courbe plane correspondant est le meˆme, a` savoir
Spf(A) ou` A = k[[x, y]]/(xm − yn). Comme ce germe n’a qu’une seule branche, on a
Λ = Z et X = Z = Z0 × Z.
Rappelons que, si Ck est n’importe quelle courbe inte`gre, projective sur k, de
normalise´e isomorphe a` la droite projective P1k, et qui est munie d’un k-point c en dehors
duquel elle est lisse sur k et en lequel le germe formel de Ck est isomorphe a` Spf(A),
alors le k-sche´ma Z0 est home´omorphe a` la composante Pic
0
Ck/k
de degre´ 0 du k-sche´ma
de Picard compactifie´ de Ck.
On peut construire une telle courbe Ck de la fac¸on suivante. Soit
Pk = Proj(k[X, Y, Z])
le plan projectif ponde´re´ ou` degX = n, deg Y = m et degZ = 1, et soit Ck ⊂ Pk le
ferme´ de´fini par l’e´quation homoge`ne
F (X, Y, Z) = Xm − Y n = 0
de degre´ mn. L’intersection de Ck avec la carte affine {Z 6= 0} = Spec(k[x, y]) de Pk est
la courbe d’e´quation
f = xm − yn = 0;
elle est donc lisse en dehors de l’origine (0, 0) et admet le germe formel voulu en (0, 0).
L’intersection de Ck avec le diviseur a` l’infini {Z = 0} de Pk est re´duite au point de
coordonne´es homoge`nes (1; 1; 0). De plus le germe formel de Ck en ce point est isomorphe
a` celui en (x = 1, z = 0) de la courbe d’e´quation
xm − 1 = 0
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dans le plan affine Spec(k[x, z]). (La carte affine {Y 6= 0} de Pk est le quotient de ce
plan affine par le groupe fini des racines m-e`me de l’unite´ dans k pour l’action de´finie
par (ζ, (x, z)) 7→ (ζnx, ζz) et cette action est libre en dehors de l’origine.) Par suite, Ck
est lisse au point (1; 1; 0). Enfin, la normalisation de Ck est donne´e par
P1k → C, (T ;U) 7→ (T
n;Tm;U).
L’espace tangent au foncteur des de´formations plates du germe formel de courbe
Spf(k[[x, y]]/(f)) est e´gal a`
k[[x, y]]/(f, ∂xf, ∂yf) = k[[x, y]]/(x
m−1, yn−1)
et est donc de dimension
µ = (m− 1)(n− 1).
Une de´formation miniverselle de f est donne´e par
Spf(k[[. . . , aij, . . . , x, y]]/(f˜))
ou` les aij sont des inde´termine´es sur le corps de base k et
f˜(x, y) = xm − yn +
∑
0≤i≤m−2
0≤j≤n−2
aijx
iyj.
Le conducteur a de A = k[[tn, tm]] dans son normalise´ A˜ = k[[t]] est e´gal a`
t(m−1)(n−1)k[[t]], soit encore a`
a = {
∑
i,j≥0
aijx
iyj ∈ k[[x, y]] | aij = 0, ∀i, j tels que in+ jm < (m− 1)(n− 1)}/(f).
En particulier, le quotient
V (A) = a/(∂xf, ∂yf) ⊂ A/(∂xf, ∂yf) = k[[x, y]]/(x
m−1, yn−1)
admet pour base les classes des monoˆmes xiyj pour lesquels 0 ≤ i ≤ m−2, 0 ≤ j ≤ n−2
et in+ jm ≥ (m− 1)(n− 1).
Conside´rons l’espace affine S = Spec(k[. . . , aij, . . .]), son ferme´ T ⊂ S de´fini par les
e´quations aij = 0, ∀i, j tels que in+ jm ≥ (m− 1)(n− 1), le plan projectif ponde´re´
PT = Proj(OT [X, Y, Z])
ou` degX = n, deg Y = m et degZ = 1, et la courbe projective et plate relative
CT →֒ PT
↓ ւ
T
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de´finie par l’e´quation homoge`ne
F˜ (X, Y, Z) = Xm − Y n +
∑
0≤i≤m−2
0≤j≤n−2
in+jm<(m−1)(n−1)
aijX
iY jZmn−in−jm = 0
de degre´ mn. Pour chaque t ∈ T , l’intersection de la fibre Ct de CT → T en t avec le
diviseur a` l’infini Z = 0 du plan projectif ponde´re´ Pt est re´duite au point (1; 1; 0) et on
voit comme ci-dessus que Ct est lisse en ce point.
On a des actions compatibles du groupe multiplicatif Gm,k sur T et CT donne´es par
λ · (. . . , aij, . . .) = (. . . , λ
mn−in−jmaij , . . .)
et
λ · (. . . , aij , . . . , X ; Y ;Z)) = (. . . , λ
mn−in−jmaij , . . . , λ
nX, λmY, Z).
Par de´finition du ferme´ T de S, l’action sur T est contractante.
Conside´rons la composante Pic
0
CT /T de degre´ 0 du sche´ma de Picard compactifie´ relatif
de CT sur T . L’action de Gm,k sur CT induit une action de Gm,k sur Pic
0
CT /T
qui rele`ve
celle sur T .
L’espace tangent au ferme´ T ⊂ S est un supple´mentaire du sous-espace V (A) de
A/(∂xf, ∂yf) = T(0,0)S. Il s’en suit, d’apre`s le the´ore`me 4.1.5, que le sche´ma PicCT /T est
lisse sur le corps de base k le long de sa fibre PicC/k a` l’origine 0 de T . Compte tenu de
l’action de Gm,k, PicCT /T est partout lisse sur k.
Soient ℓ un nombre premier distinct de la caracte´ristique de k et K ∈ obDbc (T,Qℓ)
l’image directe du faisceau constant Qℓ par la projection Pic
0
CT /T → T . L’action de Gm,k
sur T se rele`ve en une 〈〈action 〉〉 sur K et on peut appliquer la Proposition 1 de [Sp] qui
assure que
Hi(T,K) =
{
K0 si i = 0,
(0) sinon.
Or RΓ(T,K) n’est autre que la cohomologie ℓ-adique RΓ(Pic
0
CT /T ,Qℓ) du k-sche´ma lisse
et quasi-projectif Pic
0
CT /T
, et le the´ore`me de changement de base propre implique que la
fibre K0 de K a` l’origine de T n’est autre que la cohomologie ℓ-adique RΓ(Pic
0
Ck/k
,Qℓ)
du k-sche´ma projectif Pic
0
Ck/k
, soit encore la cohomologie ℓ-adique RΓ(X0,Qℓ) de la
composante de degre´ 0 de la fibre de Springer puisque cette composante X0 = Z0 est
universellement home´omorphe a` Pic
0
C/k.
Si k est de caracte´ristique p > 0, toute la situation ci-dessus est de´finie sur Fp.
Appliquant alors la forme forme de la conjecture de Weil prouve´e par Deligne comme l’a
fait Springer dans [Sp] , on de´duit de qui pre´ce`de :
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PROPOSITION 4.2.1. — Chaque groupe de cohomologie Hi(X0,Qℓ) est pur de poids i.

Bien suˆr, cette proposition re´sulte aussi de fait que X0 peut eˆtre pave´ par des espaces
affines (cf. [Lu-Sm]).
4.3. Construction de de´formations de fibres de Springer affine
Revenons a` la situation ge´ne´rale de la section 4.1. Nous avons donc la courbe inte`gre,
projective Cs = CI,sI sur k, de normalise´e πs : C˜s → Cs une droite projective, avec
son unique point singulier c en lequel la singularite´ est plane et l’ensemble des branches
π−1s (c) = {c˜i | i ∈ I} est indexe´ par I. Nous allons utiliser les re´sultats ge´ne´raux de la
section 2.5 et les re´sultats de la section 2.6 pour 〈〈de´former 〉〉 le reveˆtement
Xs → Zs
de groupe de Galois
Λ0s = H
0(C˜s \ π
−1
s (c),Gm)/H
0(C˜s,Gm) = Ker(Z
I → Z),
de la section 2.2. Plus exactement, nous de´formerons le reveˆtement
P
♮
s → P s
qui lui est home´omorphe.
Conside´rons l’alge´brisation (C = CI ,∞)→ SI = S de la de´formation miniverselle de
(Cs,∞s) introduite en 4.1 et la strate a` δ constant S
δ = SδI ⊂ S (cf. la fin de la section
3.4). Conside´rons aussi le morphisme de normalisation πSδ : S˜δ = S˜
δ
I → S
δ de cette
strate et la courbe
C
S˜δ
= C
I,S˜δ
→ S˜δ
de´duite de C → S par le changement de base
S˜δ ։ Sδ →֒ S.
D’apre`s le Corollaire 3.3.4, cette courbe relative admet une normalisation en famille
C˜
S˜δ
→ C
S˜δ
, et on a en fait
C˜
S˜δ
∼= P1
S˜δ
puisque la normalise´e de Cs est une droite projective sur k. On peut choisir l’isomorphisme
ci-dessus de telle sorte que la section de S˜δ → C˜
S˜δ
induite par la section ∞ : S → C
corresponde a` la section a` l’infini de P1
S˜δ
sur S˜δ.
On a vu (cf. The´ore`me 3.4.11) que, au moins pour k de caracte´ristique nulle, le
morphisme C
S˜δ
→ S˜δ a les proprie´te´s suivantes :
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(1) S˜δ est un sche´ma strictement local re´gulier (formellement lisse sur k) de
dimension τ(Cs,∞s)− δI ,
(3) toutes les fibres ge´ome´triques de C˜
S˜δ
→ S˜δ sont des courbes inte`gres a`
singularite´s planes,
(2) la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique de C˜
S˜δ
→ S˜δ n’a comme seules singularite´s que
δI points doubles ordinaires.
HYPOTHE`SES ET NOTATIONS 4.3.1. — Dans la suite, nous supposerons que les pro-
prie´te´s (1) a` (3) sont ve´rifie´es sur notre corps k (c’est le cas par exemple si la carac-
te´ristique de k nulle ou 〈〈assez grande 〉〉).
De plus, comme la de´formation totale C → S n’interviendra plus, nous noterons
simplement C → S la courbe relative C
S˜δ
→ S˜δ pour alle´ger l’exposition.
Nous avons donc un sche´ma strictement local S formellement lisse sur k, de dimension
τ(Cs,∞s)− δI , et une courbe relative C sur S, munie d’une section globale∞ le long de
laquelle C est lisse sur S, de fibre spe´ciale Cs, qui admet une normalisation en famille
πC : C˜ → C dont l’espace total C˜ est une droite projective sur S. Le morphisme structural
f : C → S est lisse en dehors du sous-sche´ma D ⊂ C fini sur S qui est de´fini par l’Ide´al
conducteur a de π∗OC˜ dans OC et
f˜ = f ◦ πC : C˜ → S
est identifie´ a` la droite projective standard P1S → S de telle sorte que la section a` l’infini
corresponde a` la section ∞ : S → C, et donc ne rencontre pas D˜ = π−1C (D).
Conside´rons les S-sche´mas de Picard P et de Picard compactifie´ P relatifs de C
sur S. Le S-sche´ma en groupes P est isomorphe a` P 0 × Z puisque le lieu de lissite´ de
C → S admet une section. Pour chaque entier d, la composante connexe P
d
contient
P d = P 0 × {d} comme ouvert dense.
La composante neutre P 0 du sche´ma de Picard est par de´finition le S-sche´ma affine
et lisse qui repre´sente le faisceau fppf
f˜∗Gm,C˜/f∗Gm,C = f∗(πC,∗Gm,C˜/Gm,C).
Notons fD (resp. f˜D) les restrictions de f et f˜ aux ferme´s D ⊂ C (resp. D˜ ⊂ C˜). On a
le S-sche´ma en groupes affine et lisse
ResD/S Gm (resp. ResD˜/S Gm)
restriction a` la Weil du groupe multiplicatif de D a` S (resp. de D˜ a` S), qui repre´sente le
faisceau fppf fD,∗Gm,D (resp. f˜D,∗Gm,D˜), et on a la fle`che d’adjonction
α : πC,∗Gm,C˜/Gm,C → i∗(πD,∗Gm,D˜/Gm,D)
ou` i : D →֒ C est l’inclusion et πD : D˜ → D est la restriction de π.
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LEMME 4.3.2. — La fle`che d’adjonction α est un isomorphisme et induit un isomor-
phisme de S-sche´mas en groupes
P 0
∼
−→ Res
D˜/S
Gm/ResD/S Gm.
Preuve : Soit Spec(A)→ C une carte affine de C. Au dessus cette carte, C˜ est e´gal a`
Spec(B) pour une A-alge`bre finie B, la trace de D est de´finie par l’ide´al conducteur I de
B dans A et α est donne´e par la fle`che naturelle
B×/A× → (B/I)×/(A/I)×
(on rappelle que I ⊂ A ⊂ B est a` la fois un ide´al de A et un ide´al de B). Comme cette
dernie`re fle`che est trivialement injective, l’injectivite´ de α est de´montre´e.
Maintenant, si b, b′ ∈ B sont tels que bb′ = 1 + a avec a ∈ I ⊂ A, quitte a` remplacer
Spec(A) par le voisinage ouvert Spec(A[(1 + a)−1]) du ferme´ Spec(A/I) ⊂ Spec(A), on
voit que b est inversible dans B, ce qui de´montre la surjectivite´ de α. 
La fibre spe´ciale ResDs/sGm du S-sche´ma en groupes ResD/S Gm admet pour tore
maximal le tore Gm,k puisque (Ds)red est re´duit au point c ∈ Ds ⊂ Cs. De meˆme,
Res
D˜s/s
Gm admet pour tore maximal le tore G
I
m,k puisque (D˜s)red = {c˜i | i ∈ I}. Le
tore maximal Ts de P
0
s est donc canoniquement isomorphe a` G
I
m,k/Gm,k (plongement
diagonal).
Le tore maximal Gm,k de ResDs/sGm est la fibre spe´ciale du tore canonique Gm,S ⊂
ResD/S Gm de´fini par la fle`che d’adjonction id → fD,∗f
∗
D. Comme S est strictement
hense´lien, D˜ se casse en autant de composantes connexes qu’il y a de points dans (D˜s)red
et le tore maximal GIm,k de ResD˜s/s
Gm est aussi la fibre spe´ciale du tore canonique
GIm,S ⊂ ResD˜/S Gm de´fini par la fle`che d’adjonction id → f˜D,∗f˜
∗
D, composante connexe
par composante connexe de D˜.
Par suite, le tore maximal Ts de P
0
s est la fibre spe´ciale d’un tore canonique
T = GIm,S/Gm,S ⊂ P
0.
Plus ge´ne´ralement, pour chaque point ge´ome´trique t de S, la fibre Tt de T en t est
contenue dans le tore maximal de
P 0t
∼
−→ Res
D˜t/t
Gm/ResDt/tGm,
tore maximal qui est isomorphe a`
∏
j∈Jt
(G
It,j
m,κ(t)/Gm,t) ou` {cj,t | j ∈ Jt} est l’ensemble
des points singuliers de Ct et, pour chaque j ∈ Jt, {c˜t,i | i ∈ It,j} est l’ensemble des
branches du germe formel de Ct en son point singulier ct,j .
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On identifie le groupe des caracte`res de Ts, ou ce qui revient au meˆme celui de T , a`
Λ0s := Λ
0 comme dans la section 2.6. Pour chaque point ge´ome´trique t de S, Λ0 est donc
un quotient du groupe des caracte`res
Λ0t =
∏
j∈J
Ker(ZIt,j → Z)
du tore maximal de P 0t , quotient que l’on peut voir concre`tement en conside´rant la
manie`re dont les points singuliers ct,j et leurs branches c˜t,i confluent vers le point singulier
c et ses branches c˜i.
Nous sommes maintenant en mesure de construire la de´formation de P
♮
s → P s.
Pour chaque entier d, la restriction de l’homomorphisme β d’Esteves, Gagne´ et
Kleiman a` T est un homomorphisme T → PicP/S qui de´finit d’apre`s la proposition
2.5.1 un Λ0-torseur
Qd → P d
dont la formation commute a` tout changement de base S′ → S. Notons
Q→ P
la somme disjointe de ces torseurs. C’est la de´formation cherche´e.
En effet, la fibre spe´ciale est par de´finition le reveˆtement P
♮
s → P s. Plus ge´ne´ralement,
pour chaque point ge´ome´trique t de S, Qt → P t est le quotient du reveˆtement P
♮
t → P t
dans le corollaire 2.2.6, quotient qui correspond au quotient Λ0t ։ Λ
0 entre les groupes
de Galois.
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